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内 容 简 介 


全 书 共 分 14 章 及 6 个 附录 ,各 章 内 容 依次 为 绪论 、 轴 向 拉 伸 与 压缩 、 扭 转 、 弯 曲 内 力 、 弯 曲 应 力 、 
梁 的 位 移 、 连 接 件 强度 的 实用 计算 、 应 力 状态 分 析 和 广义 胡 克 定律 、 强 度 理 论 、 组 合 变形 、 压 杆 稳定 、 
能 量 法 、 超 静 定 问题 、 交 变 应 力 与 疲劳 强度 。 每 章 开头 有 教学 提示 和 教学 要 求 ， 结 尾 有 概要 性 小 结 ， 章 
后 配 有 适量 的 思考 题 和 习题 ， 附 录 中 还 提供 各 章 习题 中 计算 题 的 参考 答案 。 

本 教材 的 特点 是 ， 坚持 基本 性 ,着重 应 用 性 增强 适应 性 ， 突 出 重点 ,力求 系统 ， 既 便于 教师 取舍 
内 容 、 组 织 课堂 教学 ， 也 便于 学 生 自学 。 

本 教材 可 作为 普通 高 等 学 校 和 成 人 高 等 教育 机 械 类 专业 的 教材 ， 也 可 作为 参加 高 等 教育 自学 考试 的 
考生 和 工程 技术 人 员 的 参考 书 。 
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从 书 总 序 


HAR” 

机 械 是 人 类 生产 和 生活 的 基本 工具 要 素 之 一 ， 是 人 类 物质 文明 最 重要 的 一 个 组 成 前 
分 。 机 械 工业 担负 着 向 国民 经 济 各 部 门 , 包括 工业 、 农 业 和 社会 生活 各 个 方面 提供 各 种 性 
能 先进 、 使 用 安全 可 靠 的 技术 装备 的 任务 ， 在 国家 现代 化 建设 中 占有 举足轻重 的 地 位 。20 
世纪 80 年 代 以 来 ， 以 微 电 子 、 信 息 、 新 材料 、 系 统 科 学 等 为 代表 的 新 一 代 科 学 技术 的 发 
展 及 其 在 机 械 工程 领域 中 的 广泛 渗透 、 应 用 和 衍生 ， 极 大 地 拓展 了 机 械 产品 设计 制造 活动 
的 深度 和 广度 ， 改 变 了 现代 制造 业 的 产品 设计 方法 、 产 品 结构 "生产 方式 、 生 产 工 艺 和 设 
备 以 及 生产 组 织 模式 ， 产 生 了 一 大 批 新 的 机 械 设计 制造 方法 和 制造 系统 。 这 些 机 械 方面 的 
新 方法 和 系统 的 主要 技术 特征 表现 在 以 下 几 个 方面 : 

(1) 信息 技术 在 机 械 行 业 的 广泛 渗透 和 应 用 ,使 得 现代 机 电 产 品 已 不 再 是 单纯 的 机 械 
构件 ， 而 是 由 机 械 、 电 子 、 信 息 、 计 算 机 与 自动 控制 等 集成 的 机 电 一 体 化 产品 ， 其 功能 不 
仅 限 于 加 强 、 延 伸 或 取代 人 的 体力 劳动 ， 而 且 扩 大 到 加 强 、 延 伸 或 取代 人 的 某 些 感官 功能 
与 大 脑 功 能 。 

(2) 随 着 设计 手段 的 计算 机 化 和 数字 化 ，CAD/CAM/CAE/PDM 集成 技术 和 软件 系 
统 得 到 广泛 使 用 ,促进 了 产品 创新 设计 、 并 行 设计 、 快 速 设计 、 虚 拟 设计 、 智 能 设计 、 反 
求 设计 、 广 义 优化 设计 、 绿 色 产 品 设计 、 面 向 全 寿命 周期 设计 等 现代 设计 理论 和 技术 方法 
的 不 断 发 展 。 机 械 产 品 的 设计 不 只 是 单纯 追求 某 项 性 能 指标 的 先进 和 高 低 ， 而 是 注重 综合 
考虑 质量 、 市 场 、 和 价格 、 安 全 、 美 学 、 资 源 、 环 境 等 方面 的 影响 。 

(3) 传统 机 械 制造 技术 在 不 断 吸收 电子 ~ 信息、 材料 、 能 源 和 现代 管理 等 方面 成 果 的 
基础 上 形成 了 先进 制造 技术 ， 并 将 其 综合 应 用 于 机 械 产品 设计 、 制 造 、 检 测 、 管 理 、 销 
售 、 使 用 、 服 务 的 机 械 产品 制造 全 过 程 ， 以 实现 优质 、 高 效 、 低 耗 、 清 洁 、 灵 活 的 生产 ， 
提高 对 动态 多 变 的 市 场 的 适应 能 力 和 竞争 能 力 。 

(4) 机 械 产品 加 工 制造 的 精密 化 、 快 速 化， 制造 过 程 的 网 络 化 、 全 球 化 得 到 很 大 的 发 
展 , 涌现 出 CIMS、 并 行 工程 、 敏 捷 制 造 、 绿 色 制造 、 网 络 制造 、 虚 拟 制造 、 智 能 制造 、 
大 规模 定制 等 先进 生产 模式 ， 制 造 装备 和 制造 系统 的 柔性 与 可 重组 已 成 为 21 世纪 制造 技 
术 的 显著 特征 。 

(5) 机 械 工程 的 理论 基础 不 再 局 限于 力学 ， 制 造 过 程 的 基础 也 不 只 是 设计 与 制造 经 验 及 
技艺 的 总 结 。 今 天 的 机 械 工程 学 科比 以 往 任何 时 候 都 更 紧密 地 依赖 诸如 现代 数学 、 材 料 科 
学 、 微 电子 技术 、 计 算 机 信息 科学 、 生 命 科 学 、 系 统 论 与 控制 论 等 多 门 学 科 及 其 最 新 成 就 。 
上 述 机 械 科 学 与 工程 技术 特征 和 发 展 趋势 表明 ， 现 代 机 械 工程 学 科 越 来 越 多 地 体现 着 
知识 经 济 的 特征 。 因 此 ， 加 快 培养 适应 我 国 国民 经 济 建设 所 需要 的 高 综合 素质 的 机 械 工 程 
学 科 人 才 的 意义 十 分 重大 、 任 务 十 分 繁重 。 我 们 必须 通过 各 种 层次 和 形式 的 教育 ， 培 养 出 
适应 世界 机 械 工业 发 展 潮流 与 我 国 机 械 制造 业 实际 需要 的 技术 人 才 与 管理 人 才 ， 不 断 推 动 







































































* 和 矣 国富 教授 : 现 为 教育 部 机 械 学 科教 学 指导 委员 会 委员 ， 现 任 四 川 大 学 制造 科学 与 工程 学 院 院 长 
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我 国 机 械 科 学 与 工程 技术 的 进步 。 

为 使 机 械 工 程 学 科 毕 业 生 的 知识 结构 由 较 专 、 较 深 、 适 应 性 差 向 较 通 用 、 较 广泛 、 适 
应 性 强 方向 转化 ， 在 教育 部 的 领导 与 组 织 下 ，1998 年 对 本 科 专 业 目录 进行 了 第 3 次 大 的 修 
W. 调整 后 的 机 械 大 类 专业 变 成 4 类 8 个 专业 , 它们 是 : 机 械 类 4 个 专业 (机 械 设计 制造 
及 其 自动 化 、 材 料 成 型 及 控制 工程 、 过 程 装备 与 控制 、 工 业 设计 ); 仪器 仪表 类 1 个 专业 
(测控 技术 与 仪器 ); 能 源 动力 类 2 个 专业 (热能 与 动力 工程 、 核 工程 与 核 技 术 ); 工程 力学 
类 1 个 专业 (工程 力学 )。 此 外 还 提出 了 面向 更 宽 的 引导 性 专业 ， 即 机 械 工程 及 自动 化 。 因 
此 ， 建 立 现代 “大 机 械 、 全 过 程 、 多 学 科 ” 的 观点 ， 探 讨 机 械 科 学 与 工程 技术 学 科 专业 创 
新 人 才 的 培养 模式 ， 是 高 校 从 事 制造 学 科教 学 的 教育 工作 者 的 责任 ; 建立 培养 富有 创新 能 
力 人 才 的 教学 体系 和 教材 资源 环境 ， 是 我 们 努力 的 目标 。 

要 达到 这 一 目标 ， 进 行 适应 现代 机 械 学 科 发 展 要 求 的 教材 建设 是 十 分 重要 的 基础 工作 
之 一 。 因 此 ， 组 织 编写 出 版 面向 大 机 械 学 科 的 系列 教材 就 显得 很 有 意义 和 十 分 必要 。 北京 
大 学 出 版 社 的 领导 和 编辑 们 通过 对 国内 大 学 机 械 工程 学 科教 材 实际 情况 的 调研 ， 在 与 众多 
专家 学 者 讨论 的 基础 上 ， 决定 面向 机 械 工程 学 科 类 专业 的 学 生出 版 一 套 系列 教材 ， 这 是 促 
进 高 校 教学 改革 发 展 的 重要 决策 。 按 照 教 材 编审 委员 会 的 规划 ， 本 系列 教材 将 逐步 出 版 。 

本 系列 教材 是 按照 高 等 学 校 机 械 学 科 本 科 专 业 规 范 、 培 养 方案 和 课程 教学 大 纲 的 要 
求 ， 合 理 定位 ， 由 长 期 在 教学 第 一 线 从 事 教学 工作 的 教师 立足 于 21 世纪 机 械 工程 学 科 发 
展 的 需要 ， 以 科学 性 、 先 进 性 、 系 统 性 和 实用 性 为 目标 进行 编写 ， 以 适应 不 同类 型 、 不 同 
层次 的 学 校 结合 学 校 实际 情况 的 需要 。 本 系列 教材 编写 的 特色 体现 在 以 下 几 个 方面 

(1) 关注 全 球 机 械 科学 与 于 程 技术 学 科 发 展 的 大 背景 * 建立 现代 大 机 械 工程 学 科 的 新 
理念 ， 拓 宽 理 论 基础 和 专业 知识 ， 特 别 是 突出 创造 能 力 和 创新 意识 。 

(2) 重视 强 基 础 与 宽 专业 知识 面 的 要 求 。 在 保持 较 宽 学 科 专 业 知 识 的 前 提 下 ， 在 强化 
产品 设计 、 制 造 、 管 理 、 市 场 、 环 境 等 基础 理论 方面 ， 突 出 重点 ， 进 一 步 密 切 学 科 内 各 专 
业 知 识 面 之 间 的 综合 内 在 联系 ， 尽 快 建立 起 系统 性 的 知识 体系 结构 。 

(3) 学 科 交 又 与 综合 的 观念 。 现 代 力 学 、 信 息 科 学 、 生 命 科学 、 材 料 科 学 、 系 统 科学 
等 新 兴学 科 与 机 械 学 科 结合 的 内 容 在 系列 教材 编写 中 得 到 一 定 的 体现 。 

(4) 注重 能 力 的 培养 ,力求 做 到 不 断 强化 自我 的 自学 能 力 、 思 维 能 力 、 创 造 性 地 解决 
问题 的 能 力 以 及 不 断 自我 更 新 知识 的 能 力 ， 促 进 学 生 向 着 富有 鲜明 个 性 的 方向 发 展 。 

总 之 ， 本 系列 教材 注意 了 调整 课程 结构 ,加强 学 科 基础 ， 反 映 系列 教材 各 门 课 程 之 间 
的 联系 和 衔接 ,内 容 合理 分 配 ， 既 相互 联系 又 避免 不 必要 的 重复 ， 努 力 拓宽 知识 面 ， 在 培 
养 学 生 的 创新 能 力 方面 进行 了 初步 的 探索 。 当 然 ， 本 系列 教材 还 需要 在 内 容 的 精 选 、 音 像 
电子 课件 、 网 络 多 媒体 教学 等 方面 进一步 加 强 ， 使 之 能 满足 普通 高 等 院 校 本 科教 学 的 需 
要 ,在 众多 的 机 械 类 教材 中 形成 自己 的 特色 。 

最 后 ， 我 要 感谢 参加 本 系列 教材 编著 和 审 稿 的 各 位 老师 所 付出 的 大 量 卓 有 成 效 的 辛勤 
劳动 , 也 要 感谢 北京 大 学 出 版 社 的 领导 和 编辑 们 对 本 系列 教材 的 支持 和 编审 工作 。 由 于 编 
写 的 时 间 紧 、 相 互 协调 难度 大 等 原因 ， 本 系列 教材 还 存在 一 些 不 足 和 错漏 。 我 相信 ， 在 使 
本 系列 教材 的 教师 和 学 生 的 关心 和 帮助 下 ,不断 改 进 和 完善 这 套 教材 ， 使 之 在 我 国 机 械 
工程 类 学 科 专业 的 教学 改革 和 课程 体系 建设 中 起 到 应 有 的 促进 作用 。 
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本 教材 是 为 了 适应 当前 高 等 教育 大 众 化 的 需求 及 其 应 用 型 人 才 的 培养 目标 ， 为 机 械 类 
专业 的 本 、 专 科 生 编写 的 。 本 教材 特点 是 ， 坚 持 基 本 性 ， 着 重 应 用 性 ,增强 适应 性 ， 突 出 
点 ,力求 系统 ， 既 便于 教师 取舍 内 容 、 组 织 课堂 教学 ， 也 便于 学 生 自学 。 

全 书 共 14 章 及 6 个 附录 ,各 章 内 容 依次 为 绪论 、 轴 向 拉 伸 与 压缩 、 扭 转 、 弯 曲 内 力 、 
弯 内 应 力 、 梁 的 位 移 、 连 接 件 强度 的 实用 计算 、 应 力 状 态 分 析 和 广义 胡 克 定律 、 强 度 理 
论 、 组 合 变 形 、 压 杆 稳定 、 能 量 法 、 超 静 定 问题 、 交 变 应 力 与 疲劳 强度 。 附 录 分 别 为 附录 
А “平面 图 形 的 几何 性 质 *、 附 录 B“ 常 用 材料 的 力学 性 能 ”、 附 录 忆 “常见 截面 的 几何 性 
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教学 提示 : 在 先 修 课程 中 学 习 了 理论 力学 ， 现 在 又 将 学 习 材 料 力 学 ， 二 者 有 什么 区 别 
和 联系 呢 ? 材料 力学 是 怎样 的 一 门 课 程 呢 ? 这 是 每 一 位 读者 首先 想 了 解 的 问题 。 本 章 重点 
论述 材料 力学 课程 的 研究 对 象 、 任 务 和 内 容 ， 建 立 材料 力学 分 析 方 法 的 基本 假设 ， 也 将 介 
绍 材料 力学 最 重要 、 最 基础 的 概念 。 

教学 要 求 : 通过 本 章 的 学 习 ， 明 确 材 料 力 学 的 研究 对 象 和 任务 ， 领 会 强度 、 刚 度 和 稳 
定性 的 含义 ， 理 解 变形 国体 的 基本 假设 ， 建 立 内 力 \ 应 力 与 应 变 的 概念 ， 了 解 杆 件 变 形 的 
四 种 基本 形式 。 


1.1 材料 力学 的 研究 对 象 、 内 容 及 任务 


ЖЕР 材 料 力学 的 研究 对 象 。 


理论 力学 义 称 网 体力 学 ， 其 研究 对 象 是 刚体 。 理 论 力 学 研究 的 是 力 对 物体 作用 的 外 效 
应 ( 即 平衡 与 运动 )， 将 变形 很 小 的 物体 简化 成 刚体 方便 了 研究 ， 但 对 结果 影响 甚 微 。 

材料 力学 又 称 材料 强度 ， 属 于 变形 体力 学 范畴 ， 研 究 的 是 力 对 物体 作用 的 内 效应 ( 即 
变形 )， 并 结合 材料 的 力学 性 质 ， 对 强度 展开 分 析 ， 其 研究 对 象 自然 不 能 再 针对 刚体 ， 而 
是 可 变形 的 固体 ， 称 为 变形 固体 。 在 工程 领域 ， 变 形 固体 就 是 构成 机 械 或 结构 物 的 零件 或 
元 件 ， 统 称 为 构件 。 
根据 在 空间 坐标 系 中 三 个 方向 尺寸 的 不 同 ， 可 将 构件 分 为 三 大 类 : 块 类 、 板 壳 类 和 杆 类 。 
三 个 方向 的 尺寸 比较 接近 的 构件 称 为 块 类 构件 。 一 个 方向 的 尺寸 远 小 于 其 他 两 个 方向 
尺寸 的 构件 称 为 板 过 类 构件 ， 如 图 1. 1 所 示 。 较 小 的 尺寸 称 为 厚度 ,平分 厚度 的 几何 面 称 
为 中 面 。 板 壳 类 构件 可 用 中 面 和 厚度 两 个 几何 特征 来 描述 。 中 面 为 平面 者 称 为 板 ， 如 
图 1.1(a) 所 示 ; 为 曲面 者 称 为 壳 ， 如 图 1. 1(b) 所 示 。 

一 个 方向 的 尺寸 远大 于 其 他 两 个 方向 尺寸 的 构件 称 为 杆 类 构件 ， 简 称 为 杆 件 或 杆 ， 如 
图 1.2 所 示 。 杆 的 垂直 于 杆 长 度 方向 的 剖面 称 为 横 截 面 ， 所 有 横 截 面 形 心 的 连 线 称 为 杆 的 轴 
线 ， 横 截面 与 轴线 相互 垂直 。 杆 件 可 用 横 截 面 和 轴线 两 个 几何 特征 来 描述 。 轴 线 为 直线 的 杆 
称 为 直 杆 ， 如 图 1. 2(a)、(c) 所 示 ; 轴线 为 曲线 的 杆 称 为 曲 杆 ， 如 图 1. 2(b) 所 示 。 横 截面 的 
大 小 和 形状 沿 轴线 没有 变化 的 杆 件 称 为 等 截面 桂 ， 如 图 1. 2(a) 、(b) 所 示 ;， 横 截 面 的 大 小 和 
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(а) (b) 
图 1.1 
形状 沿 轴线 有 变化 的 杆 件 称 为 变 截面 杆 ， 如 图 1. 2(c) 所 示 。 等 截面 直 杆 简称 为 等 直 杆 。 
轴线 pam 


(a) (b) (с) 
ан. 2 
材料 力学 主要 研究 杆 类 构件 , .最 基本 的 是 等 直 杆 。 


材料 力学 的 研究 内 容 及 任务 ЖР 


为 了 保证 机 械 或 结构 物 的 正常 工作 ， 构件 必须 满 是 以 下 要 求 ， 

(1) 有 足够 的 强度 。 即 在 规定 的 载荷 作用 下 ,构件 不 会 发 生 破坏 。 例 如 ， 车 轴 不 可 折 
断 ， 储 气 铅 不 应 爆炸 所 谓 强 度 ， 就 是 指 构件 抵抗 破坏 的 能 力 ， 强 度 破 坏 包括 断裂 和 发 生 
明显 塑性 变形 ( 即 外 力 撤除 后 不 能 恢复 的 变形 ) 。 

(2) 有 足够 的 刚度 。 即 在 规定 的 载荷 作用 下 ， 构 件 不 会 产生 过 大 的 变形 。 例 如 ， 机 床 
主轴 变形 过 大 ， 将 影响 对 工件 的 加 工 精度 ; 桥梁 变形 过 大 ， 将 影响 车 辆 行驶 的 舒适 性 和 安 
全 性 。 所 谓 刚 度 ， 是 指 构件 抵抗 变形 的 能 力 ， 这 里 所 指 的 变形 是 弹性 变形 ( 即 外 力 撤除 后 
可 以 恢复 的 变形 ) 。 

G) 有 足够 的 稳定 性 。 即 在 规定 的 载荷 作用 下 ， 构 件 应 能 保持 原 有 的 平衡 形态 。 对 于 
受 压 的 细 长 杆 件 ， 如 支撑 房 梁 的 柱 、 千 斤 顶 的 螺杆 ， 载 荷 在 规定 范围 内 变化 时 ， 应 能 始终 
保持 直线 平衡 形态 ， 如 果 被 压 这 了， 工程 上 称 为 失 稳 ， 构件 将 丧失 承载 能 力 ， 导 致 结构 物 
的 南 塌 。 所 谓 稳定 性 ， 是 指 构 件 在 载荷 作 用 下 保持 原 有 平衡 形态 的 能 力 。 

一 般 来 说 ,为 保证 安全 ,构件 应 同时 满足 以 上 三 项 要 求 ， 但 对 于 具体 构件 往往 有 所 侧 
Ж. 例如， 储 气 护 侧重 于 强度 ， 机 床 主轴 侧重 于 刚度 ， 细 高 的 房 柱 则 侧重 于 稳定 性 。 当 
然 ， 对 于 特殊 构件 ， 也 可 能 有 相反 的 要 求 。 例如 ,安全 销 , 为 保证 其 他 重要 构件 的 安全 ， 
当 载 荷 达到 某 一 许可 值 时 必须 被 切断 ;车 辆 的 缓冲 弹簧 应 该 有 较 大 的 弹性 变形 能 力 。 

一 个 设计 合理 的 构件 ,不 仅 要 满足 以 上 安全 性 要 求 ， 还 应 该 满足 降低 材料 消耗 、 减 轻 
自 量 和 节约 资金 等 经 济 性 要 求 。 安 全 性 和 经 济 性 是 一 对 矛盾 ,解决 这 一 矛盾 是 材料 力学 的 
主要 任务 ， 就 是 要 研究 如 何在 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 的 前 提 下 ， 为 设计 既 安全 又 经 济 的 
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构件 提供 必要 的 理论 基础 和 计算 方法 。 


1.2 材料 力学 的 基本 假设 


研究 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ， 就 要 涉及 构件 所 用 材料 的 物理 性 质 ， 而 材料 的 物质 
结构 又 非常 复杂 ， 不 可 能 完全 如 实地 加 以 考虑 。 为 了 便于 数学 分 析 ， 必须 抓 住 与 问题 有 关 
的 主要 属性 ， 忽 略 次 要 属性 ， 对 材料 作出 理想 化 假设 。 

1. 连续 性 假设 


假定 物质 毫 无 空隙 地 充满 构件 所 占有 的 空间 。 这 意味 着 构件 变形 时 材料 的 相 邻 部 分 既 
不 相互 分 离 也 不 相互 挤 入 ,一 些 力学 量 (如 位 移 、 变 形 ) 就 可 以 表示 为 坐标 的 连续 函数 ， 研 
究 的 区 域 可 以 无 限 小 ， 进 而 能 够 使 用 极限 与 微 积 分 等 数学 方法 。 

2 均匀 性 假设 


假定 构件 各 点 处 材料 的 力学 性 能 完全 相同 。 :所谓 材料 的 力学 性 能 ， 就 是 材料 在 外 力作 
下 所 表现 出 来 的 性 能 。 
当然 ， 这 一 假设 从 微观 上 讲 并 不 成 立 。 例 如 ， 金 属 由 晶 粒 组 成 ， 而 各 个 晶 粒 的 力学 性 
能 会 有 差异 ， 品 粒 交界 处 的 力学 性 能 与 品 粒 内 部 的 力学 性 能 也 不 同 ,但 由 于 构件 尺寸 远大 
于 晶 粒 尺寸 ， 它 的 任意 宏观 部 分 都 包含 了 为 数 其 多 无 序 混杂 的 品 粒 ， 其 材料 力学 性 能 是 所 
有 晶 粒 性 能 的 统计 平均 值 ， 所 以 可 以 认为 材料 是 均匀 的 。 

3. 各 向 同性 假设 


假设 构件 的 材料 沿 各 个 方向 上 的 力学 性 能 完全 相同 。 

就 工程 上 常用 的 金属 材料 而 言 ， 其 各 个 晶 粒 并 非 各 向 同性 的 ， 但 由 于 构件 中 包含 的 唱 粒 
数量 庞大 且 排 列 随机 ,宏观 上 并 未 显示 出 方向 性 的 差异 ， 因 此 可 以 认为 金属 是 各 向 同性 的 。 

对 于 木材 、 纤 维 增强 复合 材料 等 宏观 力学 性 能 具有 明显 的 方向 性 ， 应 按 各 向 异性 材料 处 理 。 

4. 小 变形 假设 


假设 在 外 力 或 其 他 外 部 作用 (如 温度 ) 的 影响 下 ， 构 件 所 产生 的 变形 与 其 本 身 的 几何 尺 
寸 相 比 显得 非常 微小 ， 可 以 忽略 变形 对 构件 几何 尺寸 的 影响 。 这 样 ， 在 研究 构件 的 平衡 、 
分 析 结 构 的 变形 几何 关系 等 问题 时 ， 可 用 原始 几何 尺寸 进行 计算 ， 从 而 使 问题 大 大 简化 。 
应 该 指出 ， 有 些 特殊 问题 是 不 能 使 用 小 变形 假设 的 。 本 书 对 此 不 作 讨论 。 
































1.3 外 力 与 内 力 


ГЕ! | 外 力 及 其 分 类 


构件 的 外 力 是 指 周 围 物体 对 构件 的 作用 力 。 
按 作用 方式 ,外力 可 分 为 体积 力 和 表面 力 。 体 积 力 是 连续 分 布 于 构件 体积 内 每 一 点 的 
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力 ， 例 如， 重力 和 惯性 力 。 表 面 力 是 作用 在 构件 表面 上 的 力 ， 依据 其 作用 的 区 域 形态 ， 表 
面 力 又 分 为 面 分 布 力 、 线 分 布 力 和 集中 力 。 实 际 上 表面 力 是 分 布 在 有 限 面积 上 的 面 分 布 
力 ， 线 分 布 力 和 集中 力 只 是 其 简化 的 结果 。 需 要 注意 的 是 ,在 材料 力学 中 画 杆 件 的 受 力 简 
图 时 ,通常 可 以 将 横 截面 上 的 外 力 向 截面 内 一 点 简化 ,但 不 允许 将 外 力 沿 杆 的 轴线 方向 简 
化 ， 除非 外 力 的 作用 区 域 沿 轴 线 方向 的 尺寸 与 杆 的 长 度 相 比 很 小 ， 从 而 可 用 合力 等 效 
替代 。 

依据 主动 性 还 是 被 动 性 ， 外力 可 分 为 载 荃 和 约束 力 。 载 荷 ， 依据 随时 间 的 变化 情况 ， 
可 分 为 静 载 荷 和 动 载荷 。 若 载荷 由 零 缓 慢 地 增加 到 一 定 值 ， 以 后 保持 不 变 ， 或 变化 很 不 明 
显 ， 即 为 静 载 荷 ， 如 建筑 物 受 到 的 雪 载 荷 ， 水 坝 受 到 的 静水 压力 等 都 是 静 载荷 ， 若 随时 间 
显著 变化 或 使 构件 各 质点 产生 明显 加 速度 的 载荷 ， 称 为 动 载荷 ， 锻 锤 杆 受 到 的 反 冲 击 力 、 
内 燃 机 气缸 内 的 气体 压力 等 都 是 动 载荷 。 


panenan а” 


构件 在 没有 受到 外 力作 用 之 前 ， 内 部 质点 与 质点 之 间 就 已 经 存在 着 相互 作用 力 ， 从 而 
使 其 保持 一 定 的 形体 。 当 受到 外 力作 用 而 发 生变 形 时 ,各 质点 之 间 产 生 了 附加 的 相互 作用 
力 ， 称 为 “附加 内 力 ”"， 简称 为 内 力 。 它 随 着 外 为 的 增 大 而 增 大 ， 当 达到 某 一 极限 值 时 ， 
构件 就 沿 某 个 截面 断裂 。 要 研究 构件 的 承载 能 力 ， 首 先 需要 研究 该 截面 上 的 内 力 。 材 料 力 
学 中 所 说 的 内 力 ， 更 多 地 是 指 截面 内 办 、 即 由 外 力 引起 的 构件 某 截 面 两 侧 部 分 之 间 的 相互 
作用 力 。 

为 了 显示 某 截 面 内 力 ， 假 想 用 该 蕉 面 将 构件 切 开 ， 分 成 两 部 分 ， 如 图 1. 3Ca)、(b) 所 
示 。 由 连续 性 假设 可 知 。 截 面 寸 的 内 力 是 连续 的 分 布 力 系 ， 且 两 截面 上 的 内 力 属 于 作用 力 
和 反作用 力 的 关系 。 为 求 内 力 ， 只 需 考虑 任 一 部 分 例如， 图 中 的 部 分 工 。 
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根据 力 系 的 简化 理论 ， 将 截面 上 的 分 布 内 力 系 向 截面 形 心 简化 ， 得 一 主 和 拓 Fr 与 一 主 
HM. WA 1. 3(c) 所 示 。 二 者 的 方向 通常 是 未 知 的。 为 便于 分 析 ， 建 立 坐 标 系 ， 其 中 的 x 
轴 沿 杆 的 轴线 方向 (垂直 于 截面 )， 并 将 主 矢 和 主 矩 向 三 个 坐标 轴 方向 分 解 ， 得 内 力 分 量 
FN、Fs, 与 Fs-， 以 及 内 力 偶 矩 分 量 T、M, 与 M-， 如 图 1.3(d) 所 示 。 沿 轴线 方向 的 内 力 
分 量 Еу 称 为 轴 力 ， 与 截面 相 切 的 内 力 分 量 Fs, 与 Fs. 称 为 剪 力 ; 矢量 沿 轴线 方向 的 内 力 偶 
矩 分 量 T 称 为 扭矩 ， 矢 量 与 截面 相 切 的 内 力 偶 矩 分 量 M, 与 M. 称 为 弯 矩 。 为 叙述 简便 ， 
以 后 将 这 六 个 分 量 统称 为 内 力 分 量 。 

如 果 构 件 在 外 力作 用 下 整体 是 平衡 的 ， 则 它 的 任意 取出 部 分 也 必然 平衡 ， 即 截面 上 的 
内 力 分 量 与 该 部 分 上 的 外 力 构 成 平衡 力 系 ， 可 以 通过 平衡 方程 : 

ХЕ,-0. ХЕ,-0. ХЕ. =0 











УМ,=0, УОМ,-0. ХМ,-0 

将 内 力 由 外 力 表 示 出 来 。 可 见 ， 对 于 取出 部 分 ， 刚 体 静 力学 的 平衡 理论 依然 成 立 。 

上 面 给 出 了 求 截面 内 力 的 一 般 方 法 ， 称 为 截面 法 。 归 纳 为 三 个 步 又， 

(1) 在 欲求 内 力 的 截面 处 ,假想 将 构件 切 开 ， 取 其 中 二 部 分 ( 含 外 力 ) 为 研究 对 象 ; 

(2) 用 作用 于 截面 上 的 内 力 分 量 代替 另 一 部 分 对 取出 部 分 的 作用 ; 

G) 对 取出 部 分 建立 平衡 方程 ， 确 定 未 知 的 内 力 分 量 。 

顺便 指出 ， 在 画 分 离 体 受 力图 时 , 对 于 明显 为 零 的 内 力 分 量 ， 无须 夯 出 。 在 很 多 情况 
下 ， 杆 件 横 截 面 上 的 内 力 分 量 中 大 部 分 为 零 。 





Aia тшлый@” 
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жота 0000 
用 截面 法 确定 的 内 力 分 量 是 构件 截面 上 分 布 内 力 的 简化 结果 。 为 了 描述 截面 上 各 点 内 
力 的 分 布 情况 ,需要 引入 内 力 分 布 集 度 ， 即 应 力 的 概念 。 
考虑 构件 截面 m 一 m 上 任 一 点 k， 如 图 1.4(a) 所 示 。 围 绕 点 取 微 面积 ЛА. 设 作用 
在 该 面积 上 的 分 布 内 力 的 合力 为 AF， 则 比值 AF/AA 称 为 微 面积 ЛА 上 的 平均 应 力 。 当 微 
面积 АА 趋 于 零 时 ,该 平均 应 力 的 极限 值 





— АЁ А 
p= іт д (1-1) 


дА- 0 


称 为 截面 т-т 上 点 处 的 应 力 或 全 应 力 。 
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为 便于 分 析 ， 将 全 应 力 р 沿 截 面 的 法 向 和 切 向 分 解 ， 其 法 向 分 量 称 为 正 应 力 ， 用 o 表 
示 ， 切 向 分 量 称 为 切 应 力 ， 用 t+ 表示， 如 图 1. 4(b) 所 示 。 
应 力 的 单位 为 Pa， 即 N/m*， 工程 中 常用 MPa、GPa。 换 算 关 系 为 


1СРа--10%МРа--10%Ра 


为 研究 构件 的 刚度 ， 需 要 研究 构件 的 变形 ， 表 征 变形 的 基本 力学 量 是 应 变 分 量 。 考 虑 
构件 内 任 一 点 已 ， 在 构件 尚未 受 力 时 ， 过 点 P, W r 轴 方 向 作 长 为 At 线段 PA, 沿 y 轴 
方向 作 长 为 Ay 线段 PB， 如 图 1. 5(a) 所 示 。 设 构件 受 力 变形 后 ， 点 P、A、B 分 别 位移 到 
P'、A’、B', 线段 P'A' 比 原始 长 度 PA 一 Az 有 一 个 增 量 Ли. 成 为 At 十 Au， 如 图 1. 5(b) 
所 示 。 比 值 





_P'A'—PA_ ди 
= PA ЕТ, 
表示 线段 PA 每 单位 长 度 的 伸 长 量 ， 称 为 平均 正 应 变 。 НӘН 
e= ва РА РАФ 2и 1-2) 
ғы, РАУ am Ar 


称 为 P 点 处 沿 zx+ 方 向 的 正 应 变 ， 又 称 线 应 变 。 类 似 地 可 以 定义 沿 其 他 任意 方向 的 正 
应 变 。 





№ 





(а) (» 
图 1.5 
构件 的 变形 不 仅 表 现 为 线段 长 度 的 改变 ， 而且， 正 交 线段 的 夹 角 也 可 能 发 生 改变 。 在 
图 1.5 中 ,变形 前 P 了 点 处 沿 z 方向 的 线段 PA 与 沿 у 方向 的 线段 PB KAHF 变形 后 夹 
角 成 为 和 <B'P'A'， 角度 变化 量 的 极限 值 


у= lim (%-авғА)) (1-3) 
РА +0 


PE 
称 为 P 点 在 x 与 y 方向 的 切 应 变 ， 又 称 角 应 变 。 类 似 地 可 以 定义 其 他 任意 两 个 正 交 方 向 的 

正 应 变 和 切 应 变 的 量 纲 均 为 1( 或 称 为 无 量 纲 )， 切 应 变 的 单位 为 rad( 弧 度 ) 。 一 点 处 
各 个 方向 的 正 应 变 和 切 应 变 统称 为 应 变 分 量 。 应 变 分 量 描述 了 一 点 处 的 局 部 变形 ， 构 件 的 


整体 变形 是 各 点 局 部 变形 累积 组 合 的 结果 。 


15 杆 件 变形 的 基本 形式 











杆 件 可 能 受到 各 种 各 样 的 外 力作 用 ， 其 变形 也 多 种 多 样 。 但 归纳 起 来 ， 不 外 乎 四 种 基 
本 形式 以 及 其 中 两 种 或 两 种 以 上 基本 变形 的 组 合 。 


轴 向 拉 伸 或 轴 向 压缩 


当 直 杆 受到 与 其 轴线 重合 的 外 力作 用 时 ,， 杆 的 主要 变形 是 长 度 的 伸 长 或 缩短 ， 如 
图 1.6(a)、(b) 所 示 ( 图 中 虚线 为 受 力 前 的 杆 件 形体 ， 下 同 )， 这 种 变形 形式 称 为 轴 向 拉 伸 
或 轴 向 压缩 。 


БЕКЕ + 


当 杆 件 受到 一 对 等 值 、 反 向 、 相 距 很 近 的 横向 外 力作 用 时 ,其 主要 变形 是 杆 件 的 两 部 
分 沿 着 力 的 方向 发 生 相对 错 动 ， 如 图 1. 6(c) 所 示 :… 这 种 变形 形式 称 为 剪 切 。 








F 
H 
М 
(а) (b) (с) 
қ Р, Р, 
м M Е ОИ ИИЙ | 
(= Qe) 
%) 2 d 
(a) (е) (0) 


ЕТШ с» 


当 直 杆 受 到 作用 面 与 其 轴线 垂直 的 外 力 偶 作 用 时 ， 杆 的 各 个 横 截面 绕 其 轴线 相对 转 
动 ， 如 图 1. 6(d) 所 示 ， 这 种 变形 形式 称 为 扭转 。 


ЕТИ =: 


当 直 杆 受 到 位 于 纵向 平面 内 的 外 力 偶 或 横向 外 力作 用 时 ， 杆 的 轴线 发 生 弯曲 ， 如 
图 1.6(e)、( 人 所 示 ， 这 种 变形 形式 称 为 弯曲 。 





小 结 


材料 力学 的 研究 对 象 是 变形 固体 ， 主 要 针对 其 中 的 杆 类 构件 。 
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材料 力学 的 主要 任务 是 ， 研 究 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 ， 为 设计 既 安 全 又 经 济 
的 构件 提供 必要 的 理论 基础 和 计算 方法 。 

为 便于 数学 分 析 ， 对 构件 的 材料 作出 了 均匀 、 连 续 、 各 向 同性 的 理想 化 假设 ; 为 简化 
计算 ， 对 构件 变形 作出 了 小 变形 假设 。 

在 材料 力学 中 ， 最 基本 、 最 重要 的 概念 是 内 力 、 应 力 和 应 变 的 概念 。 截 面 法 是 计算 内 
力 、 分 析 应 力 的 基本 方法 。 

杆 件 有 四 种 基本 变形 形式 .其 他 变形 可 看 作 由 两 种 或 两 种 以 上 基本 变形 的 组 合 。 








思 ж й 
11 材料 力学 的 研究 对 象 是 什么 ? 主要 研究 哪 类 构件 ? 
1.2 什么 是 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ? 
1.3 材料 力学 的 任务 是 什么 ? 
1.4 材料 力学 对 变形 固体 有 哪些 基本 假设 ? 各 假设 有 什么 作用 ? 
1.5 什么 是 内 力 ? 一 般 的 空间 问题 构件 横 蕉 面 上 的 内 力 可 用 几 个 分 量 表 示 ? 如果 


是 平面 问题 时 呢 ? 
1.6 用 截面 法 的 步骤 ? 
1.7 什么 是 全 应 力 ? 什么 是 正 应 力 ” 什 么 是 切 应 力 ? 应 力 的 量 纲 和 单位 是 什么 ? 
1.8 什么 是 正 应 变 ? 什么 是 切 应 变 ? 应 变 的 量 纲 和 单位 是 什么 ? 
1.9 杆 件 有 几 种 基本 变形 形式 ? 








L1 试 求 图 示 杆 件 横 截 面 m 一 m 上 内 力 分 量 的 大 小 ， 并 用 图 示 出 各 内 力 分 量 的 实际 
方向 。 


т 15kN 80N-m т 25N.m 55М-т 


FE A ©- 
m m 
(a) (b) 


12kN-m 12kN-m Ра 
т 








(с) (4) 
习题 1. 1 图 


1.2 图 示 杆 件 斜 截面 т-т Ба 点 处 的 全 应 力 p 二 40MPa， 其 方向 与 杆 轴 线 平 
试 求 该 点 的 正 应 力 和 切 应 力 ， 并 用 图 示 出 。 
1.3 图 示 和 矩形 截面 杆 横 截 面 т—т 上 的 正 应 力 ( 即 全 应 力 )o 一 60MPa， 横 截面 尺寸 见 


a 





1. 





І8 
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习题 1. 3 图 (b) 。 试 问 ， 该 横 截 面 上 存在 何 种 内 力 分 量 ? 量 值 为 多 少 ? 


20 
P m 
Ж —E 可 
十 一 i - 
т 
Бк, а) ® 


习题 1. 2 图 习题 1.3 图 


1.4 ”图 示 拉 伸 试 样 中 部 A、B 两 点 之 间 的 距离 为 20mm， 受 力 后 ， 两 点 间距 离 的 增 量 
为 0.003mm， 试 求 两 点 之 间 的 平均 正 应 变 。 


А В 


791.48 


1.5 图 示 薄 圆 板 的 半径 К=100тт. ЖЕЗ) {Л ЖУЙ Ж. ЗЕЕ ДК = 0. 005mm， 
试 求 沿 半径 方向 和 边界 圆周 方向 的 平均 应 变 。 

1.6 正方 形 薄 板 尺 寸 如 图 所 示 、\ 受 力 后 变 成 菱形 ,> 如 虚线 所 示 。 试 求 点 A 处 两 垂直 
边 方向 的 切 应 变 的 大 小 。 
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50 Б 
轴 回 拉 伸 与 压缩 


教学 提示 : 本 章 通过 直 杆 的 轴 向 拉 伸 与 压缩 ， 阐 述 材料 力 党 的 一 些 基本 概念 和 基本 方 
法 。 主 要 讨论 拉 压 杆 的 内 力 、 应 力 、 变 形 和 胡 克 定律 ; 材料 拉 压 时 的 主要 力学 性 能 及 强度 计算 。 

教学 要 求 : 通过 本 章 的 学 习 ， 使 学 生 了 解 轴 向 拉 伸 与 压缩 的 概念 以 及 材料 的 力学 性 质 ， 掌 握 
拉 压 杆 截 面 上 内 力 及 应 力 的 计算 ， 会 利用 拉 压 杆 的 强度 条 件 解 决 工程 中 遇 到 的 三 类 实际 问题 。 


21 31 言 


在 工程 实际 中 ,许多 构件 受到 轴 向 拉 伸 与 压缩 的 作用 。 如 图 2. 1(a) 所 示 托 架 , 图 2.10) 
所 示 液 压 机 传动 机 构 中 的 活塞 杆 。 


- 
а 2 
ИЛ 


(а) 





Fy 
图 2.1 


上 述 这 些 杆 件 受 力 的 特点 是 : 杆 件 受到 一 对 等 值 、 反 向 、 作 用 线 与 轴线 重合 的 外 力作 
， 其 变形 特点 是 ， 杆 件 沿 轴线 方向 伸 长 或 缩短 。 这 种 变形 形式 称 为 轴 向 拉 伸 与 压缩 ， 这 
类 杆 件 称 为 拉 压 杆 。 

本 童 的 主要 内 容 是 研究 拉 压 杆 的 应 力 、 拉 压 杆 的 强度 计算 及 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力 
学 性 能 ， 此 外 本 章 还 将 简 述 圣 维 南 原理 及 应 力 集中 的 一 些 基本 概念 。 


22 拉 ( 压 ) 杆 件 的 轴 力 与 轴 力 图 




















ЕТІН + 


由 于 内 力 是 受 力 物 体内 相 邻 部 分 之 间 的 相互 作用 力 ， 为 了 显示 内 力 ， 如 图 2. 2 所 示 ， 
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设 一 等 直 杆 在 两 端 受 轴 向 拉力 F 的 作用 下 处 于 平衡 ， 欲 求 杆 件 任 一 横 截 面 m 一 m 上 的 内 力 
ПА 2. 2(a)]。 为 此 沿 横 截 面 m 一 m 假想 地 把 杆 件 截 分 成 两 部 分 ， 任 取 一 部 分 (如 左 半 部 
分 )， 弃 去 另 一 部 分 (如 右 半 部 分 )， 并 将 弃 去 部 分 对 留 下 部 分 的 作用 以 截面 上 的 分 布 内 力 
系 来 代替 ， 用 Fs 表示 这 一 分 布 内 力 系 的 合力 ， 如 图 2.2(b) 所 示 。 由 于 整个 杆 件 处 于 平衡 
状态 ， 左 半 部 分 也 应 平衡 。， 由 平衡 方程 半 F, =0. 19 

Е;-Е-0 

Fn=F 
ХР. Fs 为 杆 件 任 一 截面 m 一 m 上 的 内 力 。 因 为 外 力 下 的 作用 线 与 杆 件 轴 线 重合 ， 内 力 
系 的 合力 Fs 的 作用 线 也 必然 与 杆 件 的 轴线 重合 ， 所 以 Fs 称 为 轴 力 。 

若 取 右 半 部 分 作 研 究 对 象 ， 则 由 作用 与 反作用 原理 可 知 ， 右 半 部 分 在 m 一 m 截面 上 的 

轴 力 与 前 述 左 半 部 分 一 m 截面 上 的 轴 力 数值 相等 而 指向 相反 ， 如 图 2. 2(c) 所 示 ， 且 由 右 
半 部 分 的 平衡 方程 也 可 得 到 Е = Е. 

























































































图 2.2 


轴 力 可 为 拉力 也 可 为 压力 ， 为 了 表示 轴 力 的 方向 ， 区 别 两 种 变形 ， 对 轴 力 正 负 号 规定 
如 下 ， 当 轴 力 方向 与 截面 的 外 法 线 方向 一 致 时 ， 杆 件 受 拉 ， 轴 力 为 正 ; 反之 ， 轴 力 为 负 。 

采用 这 一 符号 规定 ， 上 述 所 求 轴 力 大 小 及 正 负 号 无 论 取 左 半 部 分 还 是 右 半 部 分 结果 者 
是 一 样 


222 ыл» 


拉 压 杆 的 轴 力 可 用 截面 法 计算 。 但 应 注意 ， 截 面 上 未 知 的 轴 力 应 按 正 向 设 定 ， 以 使 所 
得 结果 和 符号 规定 一 致 

依据 截面 法 ， 可 推出 如 下 的 计算 式 : 

某 截面 上 的 轴 力 = 截面 一 侧 所 有 轴 向 外 力 的 代数 和 

式 中 ， 轴 向 外 力 以 背离 截面 者 为 正 ， 反 之 ,为 负 。 

使 用 该 式 求 取 轴 力 ， 无 须 截取 分 离 体 ， 大 大 简化 了 计算 过 程 。 
【例题 2.1】 活塞 在 Fi Р, МЕ, 作用 下 处 于 平衡 状态 。 设 Fl 二 60kN, Fs 一 35kN, Е, = 
25kN， 如 图 所 示 。 试 求 指 定 截面 上 的 轴 力 。 
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©) ©) 
例题 2. 1 图 


解 : (1) 求 1 一 1 截面 上 的 轴 力 。 

@ 取 研 究 对 象 。 为 了 显示 1 一 1 截面 上 的 轴 力 ， 并 使 轴 力 成 为 作用 于 研究 对 象 上 的 外 力 ， 
假想 沿 1 一 1 截面 将 活塞 分 为 两 部 分 ， 取 其 任 一 部 分 为 研究 对 象 。 现 取 左 段 为 研究 对 象 。 

O 夯 受 力图 。 由 于 研究 对 象 处 于 平衡 状态 ， 所 以 1 一 1 截面 的 内 力 EN, 与 Е. Ж. ЭР 
组 成 平衡 的 共 线 力 系 ， 如 图 (b) 所 示 。 注 意 ， 这 里 将 截面 上 的 轴 力 按 正 向 ( 拉 伸 ) 设 定 ， 以 
使 其 结果 与 正 负 号 规定 相 一 致 。 

© 列 平衡 方程 





ХЕ-о Еһ РЕ, =0 

得 Ем = —Е, =—60kN 

1—1 截面 的 内 力 ， 也 可 以 通过 取 右 段 为 研究 对 象 求解 ， 

由 平衡 方程 学 F=0 得 Fw 25kN—35kN=—60kN 

(2) 求 2 一 2 截面 的 内 力 。 

取 2 一 2 截面 右 段 为 研究 对 象 ， 并 画 其 受 力图 ， 如 图 5 名 所 示 。 由 平衡 方程 
ХЕ-0 -Е-Е-0 

得 2 一 2 截面 的 轴 力 x 即 Fy = — F; =—25kN. 


为 了 形象 地 表示 轴 力 沿 杆 件 轴线 的 变化 情况 ， 常 取 平 行 于 杆 轴线 的 坐标 表示 杆 横 截 面 
的 位 置 ， 垂 直 于 杆 轴线 的 坐标 表示 相应 截面 上 轴 力 的 大 小 , 正 的 轴 力 (拉力 ) 画 在 横 轴 上 
方 ， 负 的 轴 力 (压力 ) 画 在 横 轴 下 方 。 这 样 绘 出 的 轴 力 沿 杆 轴线 变化 的 函数 图 像 ， 称 为 轴 力 
图 。 关 于 轴 力 图 的 绘制 ， 下 面 用 例题 来 说 明 。 

【例题 2.2】 一 等 直 杆 受 力 情况 如 例题 2. 2 图 所 示 ， 试 作 杆 的 轴 力 图 。 
解 : (1) 求 约束 力 。 直 杆 受 力 如 图 (b) 所 示 ， 由 杆 的 平衡 方程 学 FF, 一 0， 得 
Fra =10kN 

















(2) 用 截面 法 计算 各 段 的 轴 力 。 

АВ Bt: 沿 任意 截面 1 一 1 将 杆 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 设 1 一 1 截面 上 的 轴 力 为 
Ем. В Fw 为 正 ， 如 图 (c) 所 示 ， 由 左 段 的 平衡 方程 了 FF, =0 有 

Fu—Fra=0 

Fu =Fra =10kN 

ВСЕ. 沿 任意 截面 2 一 2 将 杆 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 设 2 一 2 截面 上 的 轴 力 为 
Fy. В. Fw 为 正 ， 如 图 (d) 所 示 ， 由 左 段 的 平衡 方程 郊 F, =0 有 

Ез-ЕҒа-40КХ--0 
Fw 一 50kN 
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40kN E 25kN 20кМ 
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例题 2. 入 图 


CD Ві: 沿 任意 截面 3 一 3 将 杆 截 开 记 取 右 段 为 研究 对 象 ， 设 3 一 3 截面 上 的 轴 力 为 


Еа. Ң FNs 为 正 ， ;如 图 (c) 所 示 ， 





G) 绘制 轴 力 图 

















由 右 段 的 平衡 方程 之 F. 一 0 有 
Ем, —25КМ—20КМ=0 
Fw 一 一 5kN 





同 理 可 求 得 DE 段 轴 力 Fw 一 20kN。 


平行 于 杆 轴线 的 坐标 表示 横 截 面 的 位 置 ; 用 垂直 于 杆 轴线 的 坐标 表示 横 截 面 上 的 轴 


J Fs， 按 适当 比例 将 正 值 轴 力 绘 于 横 轴 上 侧 ， 负 值 轴 力 绘 于 横 轴 下 侧 ， 作 出 杆 的 轴 力 图 
如 图 (e) 所 示 。 从 图 中 容易 看 出 ，AB、BC 和 DE 段 受 拉 ，CD 段 受 压 ， 且 最 大 轴 力 Fv、 
发 生 在 BC 段 内 任意 横 截 面 上 ， 其 值 为 50kN。 


2.3 拉 ( 压 ) 杆 的 应 力 





只 根据 轴 力 并 不 能 判断 杆 件 是 否 有 足够 的 强度 。 例 如 ,用 同一 材料 制 成 粗细 不 同 的 两 
杆 件 ， 在 相同 的 拉力 下 ,两 杆 的 轴 力 自然 是 相同 的 。 但 当 拉力 逐渐 增 大 时 ， 细 杆 必 定 先 拉 
断 ， 这 说 明 拉杆 的 强度 不 仅 与 轴 力 的 大 小 有 关 ， 而 且 与 横 截面 面 各 有关。 所 以 必须 用 横 截 
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面 上 的 应 力 来 度量 杆 件 的 受 力 程度 。 本 节 先 讨论 应 力 的 概念 ， 然 后 讨论 拉 ( 压 ) 杆 横 截 面 及 
斜 截面 上 的 应 力 。 
A 横 截 面 上 的 应 力 


在 拉 ( 压 ) 杆 的 横 截 面 上 ,与 轴 力 Fs 对 应 的 应 力 只 有 正 应 力 c。 根 据 连 续 性 假设 ， 横 
截面 上 到 处 都 存在 着 内 力 。 若 以 A 表示 横 截 面 面 积 ， 则 微 面 积 dA 上 的 微 内 力 cdA 组 成 一 
个 垂直 于 横 截 面 的 平行 力 系 ， 其 合力 就 是 轴 力 F、。 于 是 得 静 力 关系 : 


гу = [8А (а) 
只 有 知道 o 在 横 截 面 上 的 分 布 规律 后 ， 才 能 完成 式 (a) 中 


ев ”的 积分 。 
Ғғ E 
AE ERER назива 

















ьа ШШЕ. ӨШ. AEE T ME ДЕ Hi FAR 0 14% ab 
н 4 和 cd 。 拉 伸 变形 后 ,发 现 &b 和 cd 仍 为 直线 ， 且 仍 垂直 
+ E 于 轴线 ， 只 是 分 别 平移 至 ab' 和 c'd’。 根 据 这 一 现象 


对 杆 内 变形 作 如 不 假设 ， 变 形 前 原 为 平面 的 横 截面 ， 变 
形 后 仍 保持 涛 平面 且 仍 垂直 于 轴线 ， 只 是 各 横 截面 间 沿 
823 杆 轴 相 对 平移 。 这 就 是 平面 假设 。 
如 果 设想 杆 件 是 由 无 数 纵向 “纤维 并 所 组 成 ， 则 由 平面 假设 可 知 ， 任 意 两 横 截面 间 的 
所 有 纤维 的 变形 相同 。 因 材料 是 均匀 的 (基本 假设 之 一 所 有 纵向 纤维 的 力学 性 能 相同 。 
由 它们 的 变形 相同 和 力学 性 能 相同 ， 可 以 推 想 各 纵向 纤维 的 受 力 是 一 样 的 。 所 以 ， 横 截面 
上 各 点 的 正 应 力 相等 小 即 正 应 力 均匀 分 布 于 横 截 面 上 等 于 常量 。 于 是 由 式 (a) 得 


= (2-1) 


式 (2 -1) 为 拉 ( 压 ) 杆 横 截 面 的 正 应 力 计算 公式 。A 表示 杆 件 横 截面 面积 ，F、 НІК 
面 上 的 轴 力 ; EMH a 的 符号 与 轴 力 Fx 的 符号 相对 应 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 。 但 
应 注意 ， 对 于 较 长 的 杆 受 压 时 容易 被 压 弯 ， 即 失 稳 ， 属 于 稳定 性 问题 ， 将 在 第 11 章 介绍 ， 
这 里 所 指 的 是 没有 失 稳 的 受 压 杆 。 

【例题 2.3】 已 知 等 截面 直 杆 横 截面 面积 A 二 500mm*， 受 轴 向 力作 用 ， 如 图 所 示 , 已 知 
Е, =10к№, Е, 一 20kN，F; 一 20kN， 试 求 直 杆 各 段 的 轴 力 和 应 力 。 

解 : (1) 内 力 计算 在 AB、BC、CD 三 段 内 各 横 截面 的 内 力 均 为 常数 ,在 三 段 内 依 
次 用 任意 截面 1 一 1、2 一 2、3 一 3 把 杆 截 分 为 两 部 分 ,研究 左 部 分 的 平衡 ,分别 用 Еа. 
Fw; 、Fws 表 示 各 横 截 面 轴 力 ， 且 都 假设 为 正 ， 如 图 (b)、(c)、(d) 所 示 。 由 平衡 条 件 得 出 
各 段 轴 力 为 






































Ға--Е--10кМ 

Fx = Е, — Е, = (20—10) к№= 103 

Ев =F, Е, Е, =(20+20—10)kN=30kN 
其 中 Fw 为 压力 ，Fxs 和 Fs 为 拉力 。 
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(2) 








例题 2.3 图 
应 力 计 算 。 用 式 (2 -了 计算 各 段 应 力 ， 即 
X Ем _—10X10 NG 


A 500тгта* МЕ, 
Ем 105105. ч 
ока аа 20МРа 
зы 
ao = 30, ма 


ЖӨН. ол 为 压 应 力 ; ое ось 为 拉 应 力 。 
232 斜 截面 上 的 应 力 
前 面 讨论 了 直 杆 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 横 截 面 上 的 正 应 力 ， 但 有 时 杆 件 的 破坏 并 不 沿 着 横 


REZA 








E 。 为 全 面 了 解 杆 件 在 不 同方 位 截面 上 的 应 力 情况 ， 还 需 研 究 任 意 斜 截面 上 的 应 


力 ， 以 图 2. 4 为 例 。 
设 直 杆 的 轴 向 拉力 为 下， 如 图 2. 4(a) 所 示 ，, 横 截面 面积 为 A， 由 式 (2 -1), 横 截面 上 
的 正 应 力 o 为 


2 
СА А 
设 斜 截面 人 一 & 与 横 截 面 成 c 角 ( 即 x 轴 与 斜 截面 的 法 线 之 间 的 夹 角 )， 其 面积 为 A。， 
之 间 的 关系 为 


А, БА 





m овезпа #2 


15] 


116 
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Е Е 
(а) - - - 
k 
k Pa 
F = 
қ-ғ 
大 
ғ 0% 
№, 
“е 
图 2.4 


若 沿 斜 截面 人 一 上 假想 地 把 杆 件 分 成 两 部 分 ， 以 ,表示 斜 截 面 k 一 k 上 的 内 力 。 由 左 
段 的 平衡 [ 见 图 2.4(b)] 可 知 
Fx =F 
仿照 证 明 横 截 面 上 正 应 力 均 匀 分 布 的 方法 ,可知 斜 截面 上 的 应 力也 是 均匀 分 布 的 ， 若 
Мор, 表示 斜 截面 & 一 上 上 的 全 应 力 ， 于 是 有 
Ез _ 


PTA, 


>a 


即 
p= сока ода 


把 应 力 р, DREE Т РНЕЦЕІУЕМІ 21, AA ЕЕН ШИЛ 7] г, [ 见 图 2. 46е) ). Ж 


Іі 
A (2-2) 
ТЕ 一 包 .sina 一 acosasina 一 全 sin2a (2-89 


式 (2-2)、 式 (2-3) 为 通过 拉 压 杆 内 任 一 点 处 不 同方 位 斜 截面 上 的 应 力 计算 公式 。 拉 
压 杆 斜 截 面 上 既 有 正 应 力 又 有 切 应 力 ， 且 oc,、z 都 是 a 的 函数 ， 即 不 同方 位 的 斜 截面 上 应 
力 不 同 。 














当 a 二 0" 时 ,和 斜 截面 一 k KARRE. o 达 最 大 值 ， 且 cs 一 ci М а= 45°, т, 达 
RK, E о, = tum 2 а= 90°]. о, =т,=0. 表示 在 平行 于 杆 轴线 的 纵向 截面 上 无 
任何 应 力 。 


с. 以 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 。re 的 正 负 规 定 如 下 : 车 截面 外 法 线 顺 时 针 转 90° 后 ， 
其 方向 和 切 应 力 相 同时 ， 该 切 应 力 为 正 值 ， 若 逆 时 针 转 90" 后 ， 其 方向 和 切 应 力 相 同时 该 
切 应 力 为 负 值 。 对 a 的 正 负 作 如 下 规定 : 以 x 轴 为 起 点 ， 逆 时 针 转 到 a 截面 的 外 法 线 时 为 
正 ， 反 之 为 负 。 
【例题 2. 4】 图 示 轴 向 受 压 等 截面 杆 件 ， 横 截面 面积 A 二 400mm* ， Ref Е = 50КМ, WR 
横 截面 及 a 二 40" 斜 截面 上 的 应 力 。 


ш.йенезя жож 





Ж. 杆 件 任 一 模 截 面 上 的 轴 力 Fs 二 一 50kN， 


所 以 杆 件 横 截 面 上 的 正 应 力 为 二 一 一 一 一 十 -~ 


g= Ena SXIN g gg Ki ра--125МРа 








А 2400Х107%ш (а) 
п 
由 式 (2-2)、 式 (2-3) 得 а= 40° RHR H E KI ТЕ ЛУ r Жас 
力 和 切 应 力 分 别 为 Е ты 
сш --асов!а----125 X cos’ 40°MPa= —73. 4MPa 
в —125 © 
Tw = -p sin2a= X sin80°MPa= — 61. 6MPa 


2 例题 2.4 图 
应 力 的 实际 方向 和 图 (b) 所 示 的 方向 相反 。 


在 前 面 计算 拉 压 杆 的 应 力 时 ， 均 认为 应 力 沿 截面 是 均匀 分 布 的 ,但 须知 道 ， 这 一 结论 
在 杆 件 上 离 力 作用 点 较 远 的 部 分 才 正确 ， 在 力作 用 点 的 附近 区 域 ， 应 力 分 布 情况 则 是 比较 
复杂 的 ,而 且 外 力 可 以 通过 不 同 的 方式 传递 到 杆 件 上 例如， 一 根 拉 伸 的 杆 件 ， 可 以 通过 
螺纹 加 力 ， 也 可 以 通过 眼 孔 加 力 。 如 果 考 虑 加 力 的 方式 将 使 计算 十 分 复杂 ,而 且 所 导出 
的 公式 也 只 能 适用 于 一 种 情况 。 

实验 和 理论 证 明 :“ 静 力 等 效 的 外 力作 用 于 杆 端的 方式 不 同 ， 只 对 杆 端 附近 (到 杆 端 距 
离 不 大 于 横向 尺寸 的 范围 内 ) 的 应 力 和 变形 有 显著 影响 ， 而 对 远 外 的 影响 则 可 忽略 不 计 ”。 
这 一 原理 是 1855 年 法 国 科学 家 圣 维 南 (Saint Venant) 提 出 的 ， 故 称 “ 圣 维 南 原理 ”。 根 据 
这 一 原理 ， 在 实用 计算 中 可 以 不 考虑 杆 端的 实际 受 力 情况 “而 以 其 合力 来 代替 。 当 然 ， 在 
直 杆 拉 ( 压 ) 问 题 中 , 合 为 作用 线 必须 与 杆 轴线 重合 ;这 样 计算 是 符合 杆 件 绝 大 部 分 区 域 的 
实际 情况 的 。 至 于 杆 件 两 端 受 外 力作 用 的 小 部 分 区 域 ， 一般 是 在 构造 上 作 加 强 处 理 ( 如 加 
大 截面 )， 保 证 其 强度 安全 ， 这 里 不 再 详 述 。 


С 


等 截面 直 杆 在 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ， 横 截面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 。 但 有 时 为 了 结构 上 的 
需要 ， 有 些 构件 必须 有 圆 孔 、 切 槽 、 螺 纹 等 ， 在 这 些 部 位 上 构件 的 截面 尺寸 发 生 突然 变化 。 
实验 和 理论 研究 表明 : 在 构件 形状 尺寸 发 生 突变 的 截面 上 ， 应 力 不 再 是 均匀 分 布 。 如 图 2.5 
(a) 所 示 ， 具 有 小 圆 孔 的 杆 件 ， 在 离 孔 较 远 的 截面 2 一 2 上 ， 应 力 是 均匀 分 布 的 [图 2. 5(b)]， 
通过 小 孔 的 截面 1 一 1( 面 积 最 小 的 截面 ) 上 ， 应力 分 布 大 致 如 图 2. 5(c) 所 示 ， 靠 近 孔 边 的 小 范 
围 内 ,应 力 则 很 大 ， 孔 边 最 大 ， 约 等 于 平均 应 力 mw 的 З 倍 ， 离 孔 边 稍 远 处 ， 应 力 又 迅速 减少 
趋 于 均匀 分 布 。 这 种 由 于 截面 的 突然 变化 而 造成 的 局 部 应 力 又 然 增 大 的 现象 ， 称 为 应 力 集中 。 
Шо, 为 该 截面 的 平均 应 力 ， 则 最 大 局 部 应 力 cx 与 mm 之 比 称 为 理论 应 力 集中 因数 ， 
常用 К, 表示， 即 












































K=% (2-4) 
Om 


从 式 (2-4) 可 知 ， 要 确定 理论 应 力 集中 因数 ,必须 先 求 出 最 大 局 部 应 力 Cmo EKE 
情况 下 ， 最 大 局 部 应 力 是 实验 方法 或 弹性 理论 的 方法 求 得 的 。 对 于 大 多 数 典型 的 应 力 集 
情况 (如 线 槽 、 键 档 、 钻 孔 、 圆 角 、 螺 纹 )， 在 各 种 不 同 变形 形式 下 的 应 力 集中 因数 已 经 
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Рино 2—2 


{18 





@) (b) 
图 2.5 


定 出 ， 可 在 一 些 手册 中 查 得 。 

还 应 指出 ， 应 力 集中 对 于 塑性 材料 和 脆性 材料 的 强度 产生 截然 不 同 的 影响 。 脆 性 材料 
较 容易 受到 应 力 集中 的 影响 ， 出 现 裂 纹 、 发 生 断 裂 。 而 塑性 材料 由 于 有 屈服 阶段 (参见 2. 5 
节 )， 在 有 应 力 集中 的 地 方 ， 当 载荷 缓慢 单调 增加 (更 载荷 问题 )， 使 最 大 局 部 应 力 的 数值 
达到 届 服 点 后 ， 它 将 不 再 随 载荷 的 增加 而 变化 :只 有 尚未 达到 屈服 点 的 应 力 ， 才 随 载荷 的 
增加 而 继续 加 大 ， 这 样 ， 在 危险 截面 上 的 应 力 就 会 逐渐 趋 于 均匀 ， 所 以 ， 在 静 载 作 用 下 ， 
应 力 集 中 对 塑性 材料 的 强度 影响 很 小 但 在 动 载荷 作用 下 ， 则 不 然 。 








2а 拉 ( 压 ) 杆 的 变形 与 位 移 


ЖЕҢ зи=тынитт С 
直 杆 在 轴 向 拉力 下 作用 下 ,将 引起 轴 向 尺寸 的 增 大 和 横向 尺寸 的 缩小 ; 而 在 轴 向 压力 
作用 下 ， 将 引起 轴 向 的 缩短 和 横向 的 增 大 。 
如 图 2. 6 所 示 ， 设 等 直 杆 原 长 为 !， 横 截面 面积 为 A。 在 轴 向 力 下 作用 下 发 生 轴 向 拉 
WREN., Жа. KEREK L. 则 杆 件 的 伸 长 量 为 
м=1—1 




















В 2.6 


试验 表明 ， 对 于 由 结构 钢 等 材料 制 成 的 拉杆 ， 当 横 截 面 上 的 正 应 力 不 超 过 某 一 极限 值 
(该 极限 值 称 为 材料 的 比例 极限 ,将 在 2. 5 节 中 详 述 ) 时 ， 伸 长 量 Al 与 轴 向 力 下 和 杆 长 1 
成 正比 ， 与 横 截 面 面 积 A 成 反比 ， 即 





Аас, 0-52 


式 中 ， 比 例 常 数 E 称 为 材料 的 弹性 模 量 ， 表 示 材 料 在 拉 伸 或 压缩 时 抵抗 弹性 变形 的 能 力 ， 
其 值 由 试验 测定 ， 常 用 材料 可 从 设计 手册 中 查 取 。 常 用 单位 为 GPa， 例 如 ，Q235 钢 的 弹 
ИЕНІ 2 9 2066Ра--2. 06 X 10*МРа„ ЕА 称 为 杆 件 的 拉 伸 (上 压缩) 刚度。 对 于 受 力 相同 ， 
且 长 度 也 相等 的 杆 件 ， 其 EA RK, MKE AL 越 小 。 有 时 还 把 上 = БАИТ 称 为 杆 件 的 线 刚 
度 或 刚度 系数 ， 它 表示 杆 件 产生 单位 变形 (A1 二 1) 所 需 的 力 。 
式 (2 -5) 称 为 拉 压 杆 的 胡 克 定律 。 它 是 英国 科学 家 罗伯特 ， 胡 克 在 1678 年 提出 的 。 
由 于 伸 长 量 (缩短 量 )Al 与 杆 件 原 长 1 有 关 ， 不 能 反映 杆 件 弹性 变形 的 程度 。 为 此 引入 相对 
变形 的 概念 。 图 2. 6 所 示 拉 杆 各 部 分 的 伸 长 是 均匀 的 ， 将 伸 长 量 AN/ 除 以 原 长 /， 得 到 杆 件 
单位 长 度 的 伸 长 ， 即 轴 向 正 应 变 ， 用 * 表 示 ， 有 
Al 


ETR (b) 








EME e д АСЯ, 
由 式 (b) 及 式 (2-5)， 得 到 胡 克 定律 的 另 一 形式， 即 


Ше (2-6) 


式 (2-6) 表 明 ， 正 应 力 与 正 应 变 成 正比 ， 当 然 ， 适 用 范围 仍 为 不 超过 材料 的 比例 极 
限 。 式 (2-6) 比 式 (2-5) 的 使 用 范围 更 广泛 。 

需 强 调 指出 ， 使 用 拉 压 杆 的 胡 克 定律 ， 应 注意 适用 范围 : 

(1) 杆 横 截面 二 的 应 力 未 超过 材料 的 比例 极限 ; 

(2) 式 (2=6) 中 的 是 轴 向 ( 横 截 面 上 的 ?2 正 应 力 ，s 是 轴 向 正 应 变 ; 

(3) RODER, ЕТКЕЙ. ДЕ. Е. АБЖ. 

М 与 e 的 符号 规定 保持 与 轴 力 Ез 和 正 应 力 = 的 符号 规定 相 一 致 ， 伸 长 时 为 正 ， 缩 短 
时 为 负 。 


77970 横向 变形 与 泊 松 比 


设 拉 杆 的 原始 横向 尺 十 为”， 受 轴 向 拉力 作用 后 横向 尺寸 变 为 bi LR 2. 6)， 横 向 尺 
才 的 改变 量 是 








Ab=b, —b (с) 
与 Ab 相对 应 的 横向 正 应 变 为 

є'=А® 

b 

在 拉 伸 的 情况 下 ，Ab 是 负 值 ，s 也 就 是 负 值 。 此 时 A 为 正 值 ， 纵 向 正 应 变 e 为 正 值 ; 

在 压缩 时 ，Ab 是 正 值 ，s 也 就 是 正 值 。 此 时 А/ 为 负 值 ， 纵 向 正 应 变 s 为 负 值 。 故 e Зей 
正 负 符 号 恰好 相反 。 

试验 表明 : 当 正 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 时 ， 横 向 正 应 变 * 与 纵向 正 应 变 s 成 正 
比 ， 但 符号 相反 ， 即 


(d) 
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қ 材料 力学 seeeess==== 


є=— (2-7) 


式 中 ， 比 例 因 子 v 为 材料 常数 ， 称 为 泊 松 比 或 横向 变形 因数 ， 是 法 国 科 学 家 泊 松 
(S. D. Poisson) 首 先 发 现 的 ， 它 是 一 个 无 量 纲 的 量 ， 其 值 随 材料 而 异 ， 由 试验 测定 。 

弹性 模 量 E 和 泊 松 比 v 都 是 材料 固有 的 弹性 常数 。 附 录 也 中 列 出 了 几 种 常用 材料 的 Е 
值 和 v 值 ， 可 供 参 考 。 
【例题 2.5] 一 空心 铸铁 短 圆 简 长 为 80cm， 外 径 为 25cm， 内 径 为 20cm， 承 受 轴 向 压力 为 
500kN， 铸 铁 的 弹性 模 量 已 =120GPa， 试 求 其 总 压缩 量 和 应 变量 。 

解 : 空心 圆 简 的 横 截面 面积 为 

A=7 (25—20) Х107*т°=1. 77 107% 

则 由 式 (2 - 5) 可 求 总 压缩 量 


Ем 500X10°NX0. 8m 
ЕА 120X10°PaX1.77X107'm? 
































Al 





= 88X 107m 


缩短 正 应 变 为 


【例题 2. 6】 图 示 变 截面 钢 杆 受 轴 向 载荷 F = 
30kKN，F,= 二 10kN。 杆 长 һ =l: =l; = 100тт, 
杆 各 横 截 面 面 积 分 别 为 А, =500тт?. А, = 
200mm* ， 弹 性 模 量 二 200GPa。 试 求 杆 的 总 
伸 长 量 。 

Ж. 1) 计算 各 段 轴 力 。 
АВ Eb: 

Fu=F—F,=(30—10)kN=20kN 
BC 段 及 CD в: 

Еу = — Е, = —10к№ 

轴 力 图 如 图 (b) 所 示 。 

(2) 计算 各 段 变形 。 由 于 АВ. BC, Ср 
各 段 的 轴 力 与 横 截面 面积 不 全 相同 ， 因 此 应 分 





























ыы 段 计算 ， 即 
Ala = EA, 0 0 OPEM 
Alw = Exh = _— 10X 10°NX 100mm бО 


ЕА, 200х10*МРаХ 200mm’ 


O 求 总 变形 。 
Alco = Мав + Alec БА = (0. 02 一 0. 01—0. 025) тт 0. 015mm 
即 整个 杆 缩短 了 0. 015mm。 
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ЕТЕ = 


位 移 是 指 物体 上 的 一 些 点 、 线 或 面 在 空间 位 置 上 的 改变 。 变 形 和 位 移 是 两 个 不 同 的 概 
念 ， 但 它们 在 数值 上 有 密切 的 联系 。 杆 件 的 变形 仅 与 杆 件 的 内 力 有 关 ， 而 位 移 在 数值 上 取 
决 于 杆 件 的 变形 量 和 杆 件 受到 的 外 部 约束 或 杆 件 之 间 的 相互 约束 。 比 如 结构 节点 的 位 移 是 
指 节点 位 置 改变 的 直线 距离 。 计 算 时 必须 计算 节点 所 连 各 杆 的 变形 量 ， 然 后 根据 变形 相 容 
条 件 作出 位 移 图 ， 即 结构 的 变形 图 。 再 由 位 移 图 的 几何 关系 计算 出 位 移 值 。 
【例题 2.7】 一 简单 托 架 如 图 所 示 。 杆 BC 为 圆 钢 ， 横 截面 直径 d=20mm, Ж BD 为 8 号 
ЖИН. Ж E=200GPa, F=60kN, WRES В 的 位 移 。 





(b) 


HE 图 


解 : 三 角形 BCD 三 边 的 长 度 比 为 BC : CD : DB=3:4:5, 所 以 BD=2m。 根 据 节 
点 B 的 平衡 方程 ， 求 得 杆 BC 的 轴 力 Fs 和 杆 BD 的 轴 力 Fx 分 别 为 


Fw 一 站 ==45EN( 拉 )， ка-ЗЕ 


= 二 75kN( 压 ) 
求 出 杆 BC 横 截 面 面 积 为 

А,=314Х107*тт? 
ARTA., FBD 的 横 截 面 面 积 为 

А,--1024Х107%тат” 
杆 BC 和 BD 的 变形 分 别 为 
Кай 45Х 10° Х1.2т 
ЕА, 200Х10°Рах314Х10*®т? 








ВВ,=А!, 8.6X10-4m 


Ful 75X10NX2m 
ЕА, 200Х10%РаХ1024Х107%ш? 





BB:=Al; 7.32х107!т 


这 里 АЛ 为 拉 伸 变形 ， 而 A 为 压缩 变形 。 设 想 将 托 架 在 节点 B 拆 开 。 杆 BC 伸 长 变形 后 
у В.С, 杆 BD 压缩 变形 后 变 为 BD。 分别 以 C 点 和 D 点 为 圆心 ，CB, ЯП РВ, 为 半径 ， 
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作 弧 相交 于 Bso B: 点 即 为 托 架 变形 后 В 点 的 位 置 。 因 为 变形 很 小 ，B,B， 和 В.В, 是 两 段 
极其 微小 的 短 弧 ， 因 而 可 用 分 别 垂直 于 ВС, BD 的 直线 线段 来 代替 ,这 两 段 直 线 的 交点 
即 为 B; 。BB; 为 B 点 的 位 移 。 

可 以 用 图 解法 求 位 移 BB;。 这 时 ,把 多 边 形 В, ВВ. В, 按 比 例 放 大 成 图 (b)。 从 图 中 可 
以 直接 量 出 位 移 BB; 以 及 它 的 垂直 和 水 平分 量 。 图 中 的 BB =A, ЯП ВВ, =A: 都 与 载荷 
下 成 正比 。 例如,， 若 下 减 小 为 FF/2， 则 BB, 和 ВВ, 都 将 减 小 一 半 。 根 据 多 边 形 的 相似 性 ， 
ВВ, 也 将 减 小 一 半 。 可 见 ， 力 下 作用 点 的 位 移 也 与 下 成 正比 。 即 对 线 弹性 杆 系 ， 位 移 与 
载荷 的 关系 也 是 线性 的 。 
也 可 用 解析 法 求 位 移 BB, 。 注 意 到 三 角形 BCD 三 边 的 长 度 比 为 3 : 4: 5， 由 图 (b) 可 
以 求 出 : 
































BB,=AlX3+Ah 
В кй И {УЖ ЫЗ 
B; B, =B; B, +B, B, = BB, X 
B 点 的 水 平 位 移 为 














вв, з= 4 
5 4 5 
ВВ, = Аі, =8.,6210-' т 
最 后 求 出 位 移 BB; 为 
ВВ, = /(В, Ву) (ВВ)? = 1. 78 х 10-* т 


25 ”材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 


前 面 在 讨论 轴 向 拉 伸 或 压缩 的 杆 件 内 力 瑟 应 力 的 计算 时 ， 曾 涉及 材料 的 弹性 模 量 和 比 
例 极限 等 量 , 同时 为 了 解决 构件 的 强度 等 问题 ， 除 分 析 构 件 的 应 力 和 变形 外 ， 还 必须 通过 
试验 来 研究 材料 的 力学 性 能 (也 称 机 械 性 质 ) 。 所 谓 材 料 的 力学 性 能 是 指 材料 在 外 力作 用 下 
其 强度 和 变形 方面 表现 出 来 的 性 质 。 

因为 反映 力学 性 质 的 数据 一 般 由 试验 来 测定 ， 并 且 这 些 试验 数据 还 与 试验 时 的 条 件 有 
关 ， 即 材料 的 力学 性 能 并 不 是 固定 不 变 的， 会 随 外 界 因 素 如 温度 、 载 荷 形 式 ( 静 载荷 、 动 
载荷 ) 而 改变 。 本 节 主 要 讨论 在 常温 和 静 载 荷 条 件 下 材料 受 拉 ( 压 ) 时 的 力学 性 能 。 

低 碳 钢 和 铸铁 是 两 种 广泛 使 用 的 金属 材料 ， 它 们 的 力学 性 能 具有 典型 的 代表 性 。 本 节 
主要 介绍 这 两 种 材料 在 室温 、 静 载荷 、 轴 向 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 。 

进行 拉 伸 和 压缩 试验 时 ， 要 用 到 两 类 主要 设备 : 

(1) 对 试 样 施加 载荷 使 它 发 生变 形 ， 并 能 测 出 拉 ( 压 ) 力 (整个 截面 的 内 力 ) 的 设备 。 如 
拉力 机 、 压 力 机 和 万 能 试验 机 。 

(2) 测量 试 样 变形 的 仪器 。 如 电阻 应 变 仪 、 杠 杆 式 引 伸 仪 、 千 分 表 等 。 


2 材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 


1. 拉 伸 试验 试 样 
为 便于 比较 试验 结果 ， 试 样 必须 按照 国家 有 关 标 准 加 工 成 标准 试 样 。 测 定金 属 材料 拉 





























伸 性 能 的 标准 试 样 ， 有 圆 截 面 和 和 矩形 截面 两 种 ， 圆 截面 试 样 应 用 较 多 ， 这 里 仅 就 圆 截 面试 


样 加 以 介绍 ， 至 于 甜 形 截面 试 样 ， 可 参见 有 关 试 验 标准 。 


中 间 直 径 为 a 的 等 截面 部 分 称 平行 段 ， 在 平行 


金属 材料 的 标准 圆 截 面试 样 如 图 2.7 所 示 。 两 端 较 粗 的 部 分 为 试验 机 夹具 的 夹 持 段 ， 








d 须 满足 如 下 比例 关系 : 图 2.7 


5 一 一 称 为 短 试 样 


еш, | 
10 一 一 称 为 长 试 样 


段 中 部 取 一 段 作为 试验 段 ， 称 为 标 距 段 , ж ТЕ -і--і-- 
度 1 称 为 标 距 。 规定， 原始 标 距 1 与 原始 直径 


满足 上 述 关 系 的 试 样 称 为 比例 试 样 ， 和 否则， 称 为 非 比例 试 样 ， 也 就 不 是 标准 试 样 了 。 


2， 材 料 应 力 -应变 曲 线 与 强度 指标 


1) 低 碳 钢 
低 碳 钢 是 含 碳 量 不 大 于 0. 25% 的 碳 素 钢 。 拉 伸 试 验 在 万 能 试验 机 上 进行 。 


试验 时 将 试 


样 装 在 夹 尖 中 ， 然 后 开动 机 器 加 载 。 试 样 受到 由 零 
5 逐渐 增加 的 拉力 下 作用 ， 同 时 发 生 伸 长 变形 ， 加 载 


Fy 


一 直 进 行 到 试 样 断裂 时 为 止 。 拉 力 Е 的 数值 可 从 试 


验 机 的 示 力 盘 上 读 出 ， 同 时 一 般 试 验 机 上 附 有 自动 


F 绘图 装置 ， 在 试验 过 程 中 能 自动 绘 出 载 
的 标 距 段 伸 长 变形 :A/- 的 关系 曲线 ， 此 
伸 图 或 下 -曲线 ， 如 图 2. 8 所 示 。 
拉 侣 图 的 形状 与 试 样 的 尺寸 有 关 。 
о 避 ” 样 横 截 面 尺寸 和 长 度 的 影响 ， 将 载荷 下 





В 2.8 
样 原始 标 距 1， 得 到 应 变 e， 以 o HAA 


荷 和 相应 
曲线 称 为 拉 


为 了 消除 试 
除 以 试 样 原 


来 的 模 截 面 面 积 A， 得 到 应 力 о; 将 变形 A 除 以 试 





KER. е 为 横 


坐标 绘 出 的 曲线 称 为 应 力 -应 变 曲 线 (o -s AR), ose 曲线 的 形状 与 下 - Al 曲线 的 形状 相 
似 ,但 又 反映 了 材料 的 本 身 特性 ， 如 图 2.9 所 示 。 根 据 低 碳 钢 应 力 - 应 变 曲 线 不 同 阶段 的 变 


形 特征 ， 整 个 拉 伸 过 程 依 次 分 为 弹性 阶段 、 屈 服 阶段 、 强 化 阶段 、 颈 缩 阶 段 ， 
如 下 。 


o/MPa 











现 分 别 说 明 
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(1) 弹性 阶段 。 这 是 材料 变形 的 开始 阶段 ， 在 拉 伸 的 初始 阶段 ， 变 形 完全 是 弹性 的 。 
其 中 Oa 段 为 直线 ， 称 线 弹性 阶段 。 在 这 一 阶段 内 ， 应 力 о 与 应 变 s 成 正比 ， 即 


о=Еє (2-8) 


这 就 是 拉 伸 或 压缩 的 胡 克 定律 RP E УМОВЕ ЖИН. ЗЕН, |Я 
为 应 变 s 没 有 量 纲 ， 故 下 的 量 纲 与 相同 ， 常 用 单位 是 GPa。 式 (2-8) 表 明 ， 瓦 一 co/e 一 
tana, а 是 直线 Oa 的 倾角 。 直 线 部 分 的 最 高 点 所 对 应 的 应 力 c, 即 称 为 比例 极限 。 当 о 
o 时 ， 应 力 与 应 变 成 正比 ， 材 料 才 服 从 胡 克 定律 ， 这 时 称 材料 是 线 弹性 的 。 

当 应 力 超过 比例 极限 后 ，aa' 已 不 是 直线 , 说明 材料 不 满足 胡 克 定律 。 但 应 力 不 超 过 
a 点 所 对 应 的 应 力 о, 时 ， 如 将 外 力 卸 去 ， 则 试 样 的 变形 将 随 之 完全 消失 。 材 料 在 外 力 撤去 
后 仍 能 恢复 原 有 形状 和 尺寸 的 性 质 称 为 弹性 。 外 力 撤除 后 能 够 消失 的 这 部 分 变形 称 为 弹性 
变形 ， 而 о, 称 为 弹性 极限 ， 即 材料 产生 弹性 变形 的 最 大 应 力 值 ,比例 极限 和 弹性 极限 的 
概念 不 同 , 但 实际 上 两 者 数值 非常 接近 ， 工 程 中 不 作 严 格 区 分 。 

(2) 屈服 阶段 。 当 应 力 超 过 弹性 极限 后 ， 图 上 出 现 接近 水 平 的 小 锯齿 形 波段 ,说 明 此 
时 应 力 虽 有 小 的 波动 ,但 基本 保持 不 变 ， 而 应 变 却 迅速 增加 ， 即 材料 暂时 失去 了 抵抗 变形 
的 能 力 。 这 种 应 力 变 化 不 大 而 变形 显著 增加 的 现象 称 为 材料 的 屈服 或 流动 。bc 段 称 为 届 服 
阶段 ， 在 届 服 阶段 内 试 样 发 生 届 服 而 应 力 首 次 下 降 前 的 最 高 应 力 称 为 上 届 服 强度 cs， 在 
届 服 期 间 ， 不 计 初 始 瞬 时 效应 时 的 最 低 应 办 称 为 下 届 服 强度 o,。 上 届 服 强度 的 数值 与 试 样 
形状 、 加 载 速度 等 因素 有 关 ， 一 般 是 不 稳定 的 ; 下 届 服 强度 则 有 比较 稳定 的 数值 ， 能 够 反 
映 材料 的 性 能 。 工 程 中 选取 下 屈服 强度 о, 作为 材料 的 一 站 强度 指标 ， 称 为 屈服 极限 。 这 
时 如 果 印 去 载荷 ， 试 样 的 变形 就 不 能 完全 恢复 ， 而 残留 下 二 部 分 变形 ， 即 塑性 变形 (也 称 


永久 变形 或 残余 变形 )。 
表面 磨 光 的 试 样 届 服 对 ， 表 面 将 出 现 与 轴线 大 致 成 45" 癸 

“ез | Жі. ШІН 2.10 所 示 。 这 是 由 于 材料 内 部 相对 滑 移 形成 
的 ， 称 为 滑 移 线 ， 因 为 拉 伸 时 在 与 杆 轴线 成 45* 倾 角 的 斜 截面 

图 2 全 上 ， 切 应 力 为 最 大 值 。 可 见 屈服 现象 的 出 现 与 最 大 切 应 力 有 关 。 

低 碳 钢 在 届 服 阶段 总 的 塑性 应 变 是 比例 极限 所 对 应 的 弹性 应 变 的 10—15 倍 。 考 虑 到 

低 碳 钢 材料 在 届 服 时 将 产生 显著 的 塑性 变形 ， 致 使 构件 不 能 正常 工作 ， 因 此 就 把 届 服 极限 
с, 作为 衡量 材料 强度 的 重要 指标 。Q235 钢 的 о, 二 235MPa。 
(з) 强化 阶段 。 经 过 届 服 阶段 后 ， 材 料 又 恢复 了 抵抗 变形 的 能 力 ， 要 使 它 继 续 变形 必须 
增加 拉力 。 这 种 现象 称 为 材料 的 强化 。cd 自称 为 强化 阶段 ， 在 此 阶段 中 ， 变 形 的 增加 远 比 弹 
性 阶段 要 快 。 强 化 阶段 的 最 高 点 d 所 对 应 的 应 力 值 称 为 材料 的 强度 极限 ， 用 в, 表示 ， 它 是 
材料 所 能 承受 的 最 大 应 力 值 ， 是 衡量 材料 强度 的 另 一 重要 指标 。Q235 Mio 二 400MPa。 


在 届 服 阶段 后 ， 试 样 的 横 截面 面积 已 显著 地 缩小 ， 仍 用 原 面积 计算 的 应 力 в=®+, 
再 是 横 截 面 上 的 真正 应 力 值 ， 而 是 名 义 应 力 。 在 届 服 阶段 后 ， 由 于 工作 段 长 度 的 显著 增 
加 ， 线 应 变 e 一 学 也 是 名 义 应 变 。 真 应 变 应 考虑 每 一 瞬时 工作 段 的 长 度 。 


(4) 绒 缩 阶 段 。 当 应 力 达 到 强度 极限 后 ， 在 试 样 某 一 薄 ( 0 
弱 的 横 截 面 处 发 生 急剧 的 局 部 收缩 ， 产 生 “ 颈 缩 ” 现 象 , 如 Ө 
图 2. 11 所 示 ， 由 于 颈 缩 处 横 截 面 面 积 迅速 减 小 ,塑性 变形 图 2.11 



































ы Чел Ж 


迅速 增加 ， 试 样 承载 能 力 下 降 ， 载 荷 也 随 之 下 降 ， 直 至 断裂 。 从 出 现 颈 缩 到 试 样 断 裂 这 
一 阶段 称 为 颈 缩 阶 段 ， 按 名 义 应 力 和 名 义 应 变 得 到 的 应 力 -应变 曲 线 如 图 2. 9 中 的 df Bt 
所 示 。 如 果 用 试 样 所 承受 的 拉力 除 以 每 一 瞬间 的 横 截 面 面 积 ， 则 得 出 横 截 面 上 的 平均 应 
力 ， 称 为 真 应 力 ， 那 么 ， 按 真 应 力 和 真 应 变 所 画 出 的 应 力 -应 变 曲线 在 这 一 阶段 内 仍 是 
上 升 的 。 

综 上 所 述 ， 应 力 增 大 到 届 服 极限 时 ,材料 出 现 了 明显 的 塑性 变形 ; 当 应 力 增 大 到 强度 
极限 时 ， 材 料 就 要 发 生 断 裂 。 故 т, Жо, 是 衡量 塑性 材料 的 两 个 重要 指标 。 

试验 表明 ， 如 果 将 试 样 拉 伸 到 强化 阶段 的 某 一 点 e( 见 图 2. 12)， 然 后 缓慢 印 载 ， 则 应 
力 -应变 关 系 曲线 将 沿 着 近似 平行 于 Oa 的 直线 回 到 g 点， 而 不 是 回 到 O 点 。Og 就 是 残留 
“的 塑性 变形 ，gh 表示 消失 的 弹性 变形 。 如 果 印 载 后 立即 再 加 载 ， 则 应 力 -应 变 曲线 将 基 
本 上 沿 着 ge 上 升 到 e 点 ， 以 后 的 曲线 与 原来 的 c-s 曲线 相同 。, 由 此 可 见 ， 将 试 样 拉 到 超 
过 届 服 极限 后 印 载 ， 然 后 重新 加 载 时 ， 材 料 的 比例 极限 有 所 提高 光 而 塑性 变形 减 小 ， 这 种 
现象 称 为 冷 作 硬 化 。 工 程 中 常用 冷 作 硬化 来 提高 某 些 构件 在 弹性 阶段 的 承载 能 力 ， 如 起 重 
的 钢 索 和 建筑 用 的 钢筋 ， 常 通过 冷 拔 工艺 来 提高 强度 ，。 又 如 对 某 些 零件 进行 喷 丸 处 理 ， 
使 其 表面 发 生 塑 性 变形 ， 形 成 冷 硬 层 ， 以 提高 零件 表层 的 强度 。 但 另 一 方面 ， 零 件 初 加 工 
后 ， 由 于 冷 作 硬 化 使 材料 变 脆 变 硬 ， 给 下 一 步 加 工 造成 困难 ， 且 容易 产生 袭 纹 ， 往 往 就 需 
要 在 工序 之 间 安 排 退火 ， 以 消除 冷 作 硬化 的 影响 : 

2) 其 他 塑性 材料 

其 他 金属 材料 的 拉 伸 试验 和 低 碳 钢 拉 伸 试 验方 法 相同 二 但 材料 所 显示 出 来 的 力学 性 能 
有 很 大 差异 。 图 2. 13 给 出 了 锰 钢 、 硬 锅 、 退 火球 墨 铸铁 和 45 号 钢 的 应 力 -应 变 图 。 这些 
材料 都 是 塑性 材料 ,但 前 三 种 材料 没有 明显 的 届 服 阶段 ,对 于 没有 明显 屈服 阶段 的 塑性 材 
料 ， 通 常规 定 以 产生 /2% 塑性 应 变 时 所 对 应 的 应 旋 值 作为 材料 的 名 义 屈服 极限 ， 以 6 
表示 ， 如 图 2. 14 М. 
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3) 铸铁 等 脆性 材料 

图 2. 15 所 示 为 灰 铸 铁 拉 伸 时 的 应 力 -应 变 图 。 由 图 可 见 c-s 曲线 没有 明显 的 直线 部 
分 ， 既 无 届 服 阶段 ， 也 无 颈 缩 阶段 ; 断裂 时 应 力 很 小 ， 断 口 垂直 于 试 样 轴线 ， 是 典型 的 脆 
性 材料 。 因 和 铸铁 构件 在 实际 使 用 的 应 力 范围 内 ， Hoe 曲线 的 曲率 很 小 ,实际 计算 时 常 近 
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似 地 以 直线 ( 见 图 2. 15 中 的 虚线 ) 代 替 , 认 为 近似 地 符合 胡 克 定律 ， 强 度 极限 о, 是 衡量 脆 
性 材料 拉 伸 时 的 唯一 指标 。 


200 


o/MPa 
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图 2.14 В 2.15 


3. 材料 的 塑性 指标 


1) 断后 延伸 率 

试 样 拉 断 后 ， 弹 性 变形 消失 ， 但 塑性 变形 仍 保留 下 来 。 工 程 中 用 试 样 拉 断后 残留 的 塑 
性 变形 来 表示 材料 的 塑性 性 能 。 常 闭 的 塑性 性 能 指标 有 两 个 : 断后 延伸 率 о 和 断面 收缩 
жу, 

试 样 拉 断 后 ， 试 样 长 度 由 原来 的 ! 变 为 1, ， 用 百分比 表示 的 比值 ， 即 

= xio% (02-9) 

称 为 断后 延伸 率 ， 断 后 延伸 率 是 衡量 材料 塑性 的 指标 。 式 中 ! 为 标 距 原 长 ，4 为 拉 断 后 标 距 
的 长 度 。 低 碳 钢 的 断后 延伸 率 很 高 ， 其 平均 值 约 为 20% 一 30%， 这 说 明 低 碳 钢 塑 性 很 好 。 

2) 断面 收缩 率 

原始 横 截面 面积 为 A 的 试 样 ， 拉 断后 颈 缩 处 的 最 小 截面 面积 变 为 A ， 用 百分比 表示 
的 比值 为 




















р АА: хоо (2-10) 


称 为 断面 收缩 率 ， 是 衡量 材料 塑性 的 另 一 个 指标 。 一 般 的 碳 素 结构 钢 ， 断 面 收缩 率 约 为 60%。 
3) 脆性 材料 与 塑性 材料 的 区 分 
6 和 vy 都 表示 材料 被 拉 断 时 ,其 塑性 变形 所 能 达到 的 程度 ， 它 们 的 值 越 大 ， 说明 材料 
的 塑性 越 好 。 工 程 上 通常 把 材料 分 为 两 大 类 ,5 三 5% 的 材料 称 为 塑性 材料 ， 如 钢材 、 铜 和 
铝 等 ; 把 5 二 5%% 的 材料 称 为 脆性 材料 ， 如 铸铁 、 砖 石 、 陶 瓷 、 混 凝 土 等 。 


ООЛ) 材料 在 压缩 时 的 力学 性 能 


1. 压缩 试验 试 样 
金属 材料 的 压缩 试 样 ， 一 般 做 成 短 圆柱 体 ， 其 高 度 为 直径 的 2.5 一 3.5 40. ШІ/-2.5-- 





126 





3.54. WMA 2.16 所 示 ， 以 免试 验 时 试 样 被 压 弯 ; 非 金 属 材料 (如 水 泥 、 混 


凝 土 ) 的 试 样 常 采用 立方 体形 状 。 

2. 材料 应 力 - 应 变 曲 线 与 强度 指标 

图 2. 17 所 示 为 低 碳 钢 压 缩 时 的 o-e 曲线 ,其 中 虚线 是 拉 伸 时 的 oe ы 
曲线 。 可 以 看 出 ， 在 弹性 阶段 和 屈服 阶段 ， 两 条 曲线 基本 重合 。 这 表明 ， 


低 碳 钢 在 压缩 时 的 比例 极限 m 、 弹 性 极限 o.、 弹 性 模 量 E 和 届 服 极限 o, 
等 ， 都 与 拉 伸 时 基本 相同 ， 进 入 强化 阶段 后 ， 试 样 越 压 越 扇 ， 试 样 的 横 截 。 。 ы, 
面 面 积 显 著 增 大 ， 由 于 两 端面 上 的 摩擦， 试 样 变 成 鼓 形 ， 然 而 在 计算 应 力 

时 ， 仍 用 试 样 初始 的 横 截 面 面 积 ， 结 果 使 压缩 时 的 名 义 应 力 大 于 拉 伸 时 的 名 义 应 力 ， 两 曲 
线 逐 渐 分 离 ， 压 缩 曲 线 上 升 。 由 于 试 样 压缩 时 不 会 产生 断裂 ， 故 测 不 出 材料 的 抗 压强 度 极 
民 ， 所 以 一 般 不 作 低 碳 铀 的 压缩 试验 ， 而 从 拉 伸 试验 得 到 压缩 时 的 主要 机 械 性 能 。 

脆性 材料 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 显著 不 同 ， 铸 铁 压 缩 时 的 3<8 曲线 如 图 2. 18 所 示 ， 
图 中 虚线 为 拉 伸 时 的 =-e 曲线。 可 以 看 出 ,铸铁 压缩 时 的 38 曲线 ， 也 没有 直线 部 分 
因此 压缩 时 也 只 是 近似 地 符合 胡 克 定律 。 铸 铁 压缩 时 的 强度 极限 m 比 拉 伸 强度 极限 а, RS 
出 4 一 5 倍 。 对 于 其 他 脆性 材料 ， 如 硅 石 、 水 泥 等 -其 抗 压强 度 也 显著 高 于 抗 拉 强 度 。 另 
外 ， 铸 铁 丰 缩 时 ， 断 裂 面 与 轴线 成 45" 左 右 角 ， 说 明 铸铁 的 抗 前 能 力 低 于 抗 不 能 力 。 
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图 2.17 图 2.18 





由 于 脆性 材料 塑性 差 ， 抗 拉 强 度 低 ， 而 抗 压 能 力 强 ， 价 格 低廉 ， 故 适合 制作 承 压 构 

件 。 铸铁 坚硬 耐 磨 ， 且 易于 浇铸 ， 故 广泛 应 用 于 和 铸造 机 床 床 身 、 机 壳 、 底 座 、 阀 门 等 受 压 
配件 。 因此， 其 压缩 试验 比 拉 伸 试验 更 为 重要 。 
综 上 所 述 ， 衡 量 材料 力学 性 能 的 主要 指标 有 : 强度 指标 即 届 服 极限 o. 和 强度 极限 с; 
弹性 指标 即 比例 极限 mw (或 弹性 极限 c.) 和 弹性 模 量 E; 塑性 指标 即 断 后 延伸 率 6 和 断面 收 
缩 率 多 。 对 很 多 材料 来 说 ， 这 些 量 往往 受 温度 、 热 处 理 等 条 件 的 影响 。 附 录 B 列 出 了 几 种 
常用 材料 在 常温 、 静 载荷 下 的 部 分 力学 性 能 指标 。 


温度 对 材料 力学 性 能 的 影响 
前 面 讨论 了 材料 在 常温 、 静 载荷 下 的 力学 性 能 , 然而 .工程 上 有 许多 构件 是 在 高 温 条 
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220 КЕТЕ. 温度 和 工作 时 间 都 会 影响 到 材料 的 力 
2 180 学 性 能 。 
ӛіш 图 2. 19 所 示 给 出 了 在 高 温和 得 期 静 载 荷 下 ， 
低 碳 钢 的 力学 性 能 随 温度 增高 而 变化 的 情况 。 材 
o ІШЕ, o. 随 温度 的 升 高 而 降低 ， 材 料 的 塑性 指 
Ж 标 3、y 和 强度 指标 a, 在 温度 200°C 一 300C 间 有 
М қыс = 一 个 峰值 。 峰 值 之 前 ， 随 之 温度 的 上 升 ，o, 增 
54% K. 3、y 却 减 小 ; 峰值 之 后 ， 随 着 温度 的 上 升 ， 
°з в, 减 小 ，8、y 却 增 大 。 大 量 的 试验 曲线 表明 ， 金 
200 属 材料 的 弹性 模 量 已 、 届 服 极限 o.， 随 温度 的 逢 
кН 高 而 降低 ， 碳 钢 及 某 些 低 碳 钢 随 着 温度 的 上 升 ， 














ә. 呈现 从 上 升 到 峰值 ， 然 后 再 下 降 的 情形 ， 其 他 
金属 的 о, 均 随 着 温度 的 上 升 而 下 降 ， 碳 钢 及 低 合 
али Йй б, у ПЗЕ ЕЙ У ЕЖЕН ПО ЖЕ {ЕИ ЕН 

似 ， 当 然 其 峰值 所 在 的 温度 区 间 不 同 。 

试验 还 表明 ， 处 于 高 温 及 不 变 的 应 力作 用 下 、 材料 的 塑性 变形 会 随 着 时 间 的 延长 而 不 
断 地 缓慢 增加 ， 这 一 现象 称 为 晴 变 。 蠕 变 变形 是 不 可 恢复 的 变形 ， 温 度 越 高 ， 蠕 变 变 形 越 
快 。 不 同 金属 材料 的 晴 变 温度 不 同 ， 低 熔 息 金属 (如 铅 和 锌 )， 在 常温 下 就 有 晴 变 ， 而 高 熔 
点 金属 只 是 在 高 温 下 才 有 蠕 变 。 一 些 非 金 属 材料 ， 如 沥青 、 混 凝 土 及 塑料 等 ， 也 都 有 蜂 变 
现象 

材料 晴 变 所 产生 的 塑性 变形 ” 常 使 构件 应 力 发 生变 化 和 一 些 在 高 温 下 工作 的 构件 ， 如 
高 压 羔 汽 管 凸 缘 的 紧 固 昧 栓 ， 其 总 变形 不 允许 随时 间 而 改变 ， 但 由 于 蠕 变 作用 ， 其 塑 性 变 
形 不 断 增 加 ， 弹 性 变形 却 随时 间 而 减 小 ， 从 而 健 应 力 不 断 降低 ， 螺 栓 的 紧 固 力也 随 之 降 
低 ， 最 终 导致 漏 所 、 这 种 由 于 蠕 变 引起 应力 下 降 的 现象 称 为 应 力 松弛 。 因 此 ， 对 于 长 期 在 
高 温 下 工作 的 紧 固 御 ， 必 须 定期 进行 紧 固 或 更 换 。 





26 许 用 应 力 与 强度 条 件 


2.6.1 许 用 应 力 


前 述 试验 表明 ， 当 正 应 力 达 到 强度 极限 mw 时 ,会 引起 断裂 ; 当 正 应 力 达 到 屈服 极限 
с, 时 ， 将 产生 届 服 或 出 现 显 著 塑 性 变形 。 构 件 工 作 时 发 生 断 裂 显然 是 不 容许 的 ， 构 件 工作 
时 发 生 届 服 或 出 现 显著 塑性 变形 一 般 也 是 不 容许 的 。 所 以 ， 从 强度 方面 考虑 ， 断 裂 是 构件 
破坏 或 失效 的 一 种 形式 ， 同样， 届 服 或 出 现 显著 塑性 变形 ， 也 是 构件 失效 的 一 种 形式 ， 一 
种 广义 的 破坏 。 

根据 上 述 情况 , 通常 将 强度 极限 与 屈服 应 力 统称 为 材料 的 极限 应 力 或 危险 应 力 ， 并 
в, 表示 。 对 于 脆性 材料 ， 强 度 极限 为 其 唯一 强度 指标 ， 因此 以 强度 极限 作为 极限 应 力 ; 对 
于 塑性 材料 ， 由 于 其 届 服 应 力 o, 小 于 强度 极限 o ， 故 通常 以 屈服 应 力作 为 极限 应 力 。 

根据 分 析 计算 所 得 构件 的 应 力 ， 称 为 工作 应 力 。 在 理想 的 情况 下 ， 为 了 充分 利用 材料 















































的 强度 ， 似 乎 可 使 构件 的 工作 应 力 接近 于 材料 的 极限 应 力 ， 但 实际 上 不 可 能 ， 原 因 是 : 

(1) 作用 在 构件 上 的 外 力 常常 估计 不 准确 ; 

(2) 构件 的 外 形 与 所 受 外 力 往往 比较 复杂 ， 进 行 分 析 计 算 常 常 需要 采用 一 些 简化 ， 因 
此 ,计算 所 得 应 力 ( 即 工作 应 力 ) 通 常 均 带 有 一 定 程度 的 近似 性 ; 

G) 实际 材料 的 组 成 与 品质 等 难免 存在 差异 ,不 能 保证 构件 所 用 材料 与 标准 试 样 具 有 
完全 相同 的 力学 性 能 ,更 何况 由 标准 试 样 测 得 的 力学 性 能 ， 本 身 也 带 有 一 定 分 散 性 ， 这 种 
差别 在 脆性 材料 中 尤为 显著 。 

所 有 这 些 不 确定 因素 ,都 有 可 能 使 构件 的 实际 工作 条 件 比 设想 的 要 偏 于 不 安全 的 一 面 。 

所 以 为 了 保证 构件 安全 可 靠 地 工作 ,仅仅 使 其 工作 应 力 不 超 过 材料 的 极限 应 力 是 远 远 
不 够 的 ， 还 必须 使 构件 留 有 适当 的 强度 储备 ， 特 别 是 对 于 因 破 坏 将 带 来 严重 后 果 的 构件 ， 
更 应 给 予 较 大 的 强度 储备 。 由 此 可 见 ， 构 件 工作 应 力 的 最 大 容许 值 ， 必 须 低 于 材料 的 极限 
应 力 。 即 把 极限 应 力 mw 除 以 大 于 1 的 数 后 ,作为 构件 工作 时 允许 达到 的 最 大 应 力 值 ， 这 
个 应 力 值 称 为 许 用 应 力 ， 用 [о] 表示, B 

а= (2-11) 


式 中 , п HRERS. ЭНЕМ ЖИЗ А ВСУ nio ВЕРЕН БИЗЕ ФИА ЖОМ т. 

如 上 所 述 ， 安 全 因数 是 由 多 种 因素 决定 的 各 种 材料 在 不 同 工 作 条 件 下 的 安全 因数 或 
许 用 应 力 ， 可 从 有 关 规 范 或 设计 手册 中 查 到 。 确 定时 一 般 要 考虑 以 下 几 个 方面 : 

(1) 结构 物 所 受 的 载荷 很 难 估计 得 二 分 准确 ， 实 际 工作 载荷 可 能 超出 所 考虑 到 的 设计 
载荷 

(2) 实际 工程 材料 的 力学 性 质 与 试验 时 从 小 试 样 所 得 到 的 材料 的 力学 性 质 会 有 一 定 程 
度 的 差别 ; 

G) 计算 理论 也 非 绝对 准确 ， 常 常 带 有 某 种 程度 的 近似 。 

此 外 ， 还 应 考虑 到 构件 的 工作 条 件 、 结 构 物 的 重要 程度 以 及 使 用 年 限 、 施 工 方法 等 因 
Ж. 正确 地 选取 安全 因数 ， 是 解决 构件 的 安全 与 经 济 这 一 对 矛盾 的 关键 。 若 安全 因数 过 
大 ， 则 不 仅 浪费 材料 ， 而 且 使 构件 变 得 笨重 ; 反之 ， 若 安全 因数 过 小 ， 则 不 能 保证 构件 安 
全 工作 ， 甚 至 会 造成 事故 。 

经 过 无 数 次 的 试验 研究 与 实际 经 验 积累 的 结果 ,通常 在 常温 、 静 载荷 下 ， 一 般 静 强度 
计算 中 ， 对 于 塑性 材料 ，n, 通常 取 1. 5 一 2. 2， 对 于 脆性 材料 ， mm 通常 取 2.0 一 3.5， 甚 至 
更 大 。 


aese 


根据 以 上 分 析 , H TAERE RA ERE. 可靠 的 工作 ， 必 须 使 杆 件 的 最 大 工 

作 正 应 力 不 超 过 材料 拉 伸 ( 压 缩 ) 时 的 许 用 应 力 ， 即 
(5) = [о] (2-12) 
Жар. Еу 和 A 分 别 为 危险 截面 的 轴 力 和 截面 面积 。 式 (2 - 12) 称 为 拉 压 杆 的 强度 条 件 ， 是 
拉 压 杆 强度 计算 的 依据 。 产 生 6 的 截面 ， 称 为 危险 截面 。 等 截面 直 杆 的 危险 截面 位 于 轴 


力 最 大 处 ， 而 变 截面 杆 的 危险 截面 ， 必 须 综 合 轴 力 Fs 和 截面 面积 A 两 方面 来 确定 。 对 于 
等 截面 直 杆 ， 式 (2 - 12) 可 改写 为 
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а (2-13) 











利用 上 述 条 件 ， 可 以 解决 以 下 三 类 强度 计算 问题 : 

(1) 强度 校 核 。 已 知 载荷 、 杆 件 的 横 截 面 尺寸 和 材料 的 许 用 应 力 ， 即 可 计算 杆 件 的 最 
大 工作 应 力 ， 并 检查 是 否 满足 强度 条 件 的 要 求 ， 这 称 为 强度 校 核 。 在 最 大 工作 正 应 力 大 于 
许 用 应 力 的 情况 下 ， 则 应 加 大 横 截面 面积 。 另 一 方面 ， 考 虑 到 许 用 应 力 是 概率 统计 的 数 
值 ， 为 了 经 济 起 见 ， 最 大 工作 正 应 力也 可 上 略 大 于 材料 的 许 用 应 力 ， 一 般 认为 以 不 超过 许 用 
应 力 的 5% 为 宜 ， 即 






































251. 05[с] 


(2) 选择 杆 件 的 横 截 面 尺寸 。 如 果 已 知 拉 压 杆 所 受 外 力 和 材料 的 许 用 应 力 ， 可 算出 杆 
件 的 最 大 轴 力 Кул, ТА | 即 


> 下 站 (2-14) 


(3) жі. WMR E AJEET RR R ЖЫ БЕЙ ЕЛУ ARR ЖР 
可 以 计算 出 杆 件 所 能 承受 的 最 大 轴 力 ， 即 许 用 轴 力 
CFn. SAE] (2-15) 
再 由 轴 力 与 外 力 的 关系 即 可 定 出 许可 裁 荷 s 
最 后 还 应 指出 ， 如 果 工 作 应 力 ow 超过 了 许 用 应 力 [0]. 但 只 要 超过 量 ( 即 cw* 与 [с] 
之 差 ) 不 大 于 许 用 应 力 的 5% ,在 和 程 计算 中 仍然 是 允许 的 5 
【例题 2.8] - ЭМЕГ Х32тшп. |4464 为 20mm 的 空心 钢 杆 ， 如 例 
2.8 МА. 设 某 处 有 直径 ;di 一 5mm 的 销 钉 孔 ， 材料 为 Q235A 
W. WHH [о]=170МРа. - 若 承 受 拉 力 F=60kN， 不 考虑 应 力 集 
中 影响 ， 试 校 核 该 丁 的 强度 。 
解 : 由 于 截面 被 穿孔 削弱 ， 所 以 应 取 最 小 的 截面 面积 作为 危险 截 
面 ， 校 核 截 面 上 的 应 力 。 
(1) 求 未 被 削弱 的 圆 环 面积 为 
А-а 4)=46. 2 22) ст? = 5. 04cm? 
(2) 被 前 弱 的 面积 为 
A;=(D—d)di=(3.2—2)X0. 5cm’=0. 60cm? 
(3) 危险 截面 面积 为 
А=А А, = (5.04—0. 60)cm’=4. 44cm? 
(4) 强度 校 核 为 


,Fs 60X10'N 
A 4.44Х10 спа” 
































=135. 1МРа< [е] 


故此 杆 安全 可 靠 。 
【例题 2.9] 一 悬臂 吊车 ， 如 图 所 示 。 已 知 起 重 小 车 自重 P=5kN， 起 重量 F 王 15kN， 拉 
FF BC 用 Q235A 钢 ， 许 用 应 力 [oj 二 170MPa。 试 选择 拉杆 直径 d. 

解 : (1) 计算 拉杆 的 轴 力 。 当 小 车 运行 到 也 点 时 ，BC 杆 所 受 的 拉力 最 大 ， 必 须 在 此 
情况 下 求 拉杆 的 轴 力 。 取 节点 В 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 (b) 所 示 。 由 平衡 条 件 : 














чта MARIST 2% 








(а) (b) 
例题 2.9 图 
ХЕ,-0; Fusina—(P+F)=0 
得 ға- ЕЕ 
Упа 
ТЕ ААВС 中 ,， 则 
1. 5т _ 1.5 











代 人 上 式 得 
Fu = 0031922107 L 56900N58, 9kN 
1.27 
(2) 选择 截面 尺寸 。 
由 式 (2 -14) 得 
Fw “56900N 


А> ~334mm*" 





[o] 170МРа 


圆 截 面 面 积 л-4« ， 所 以 拉杆 直径 为 


4А 4X 334mm* 
> АА. /X334mm быы 
а> Ел 3.14 20.6 
可 取 а-21тт 


【例题 2.10】 如 图 所 示 ， 起 重 机 BC 杆 由 绳索 AB 拉 住 ， 若 绳索 的 截面 面积 为 cm  ， 材 料 
的 许 用 应 力 [oj 一 40MPa， 求 起 重 机 能 安全 吊 起 得 载荷 大 小 。 








例题 2. 10 图 
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解 : (1) 求 绳索 所 受 得 拉力 Еу, 与 下 的 关系 。 
用 截面 法 ， 将 绳索 АВ 截断 ， 并 绘 出 如 图 (b) 所 示 的 受 力图 。 





由 УМ, (Е) =0 Ез, соѕа Х10М • m—FX5N* m=0 
15 
Ж соза. ТЕР 
代入 上 式 得 
Fy X 15 X10N • m—FX5N • m=0 
即 F=1. 67Fx, 


(2) 根据 绳索 AB 的 许 用 内 力求 起 吊 的 最 大 载荷 为 


[Ех 


„Ј<А[2]=5 10: тт“ X40MPa£20x 10N 
Е<1.67Е,, =1. 67 X 20kÑN=33.AkN 


即 起 重 机 安全 起 吊 的 最 大 载荷 为 33. 4kN。 


„Ҹа 


拉 压 杆 槛 截面 上 的 内 力 分 量具 有 轴 力 。 为 了 使 截面 上 轴 力 的 代数 值 唯一 确定 ， 需 要 对 
轴 力 作 正 负 号 规定 。 在 用 截面 法 求 轴 力 时 ， 截 面 上 的 未 知 轴 力 应 按 正 向 设 定 ， 以 使 求 得 的 


轴 力 与 符号 规定 一 致 。 月 


轴 力 图 ， 可 以 直观 方便 地 确定 拉 压 杆 的 危险 截面 。 


拉 ( 压 ) 杆 截面 上 的 应 力 均匀 分 布 。 横 截面 上 只 有 正 应 力 ， 且 是 过 同一 点 各 个 方向 截面 
上 正 应 力 中 的 最 大 值 。 任 意 斜 截面 上 既 有 正 应 力 ， 又 有 切 应 力 ， 可 由 横 截 面 上 的 正 应 力 和 


斜 截面 的 方向 角 来 确定 ， 


绝对 值 最 大 的 切 应 力作 用 在 与 轴线 成 士 45 "的 斜 截面 上 。 


胡 克 定律 有 两 种 形式 : 一 种 表达 了 应 力 与 应 变 的 关系 ; 另 一 种 给 出 了 杆 段 轴 力 和 伸缩 
量 的 关系 。 应 用 中 须 注意 它 的 适用 范围 。 


拉 压 杆 各 段 的 变形 可 


[由 胡 克 定律 求 取 ， 拉 压 杆 某 横 截 面 或 杆 系 结构 中 某 节 点 的 位 移 ， 


需 由 各 杆 段 的 变形 和 约束 条 件 来 确定 。 

材料 的 力学 性 能 是 进行 强度 、 刚 度 和 稳定 性 计算 不 可 缺少 的 试验 资料 。 应 力 - 应 变 曲 
线 反映 了 材料 的 基本 力学 性 质 。 低 碳 钢 是 典型 的 塑性 材料 ， 其 拉 伸 应 力 - 应 变 曲 线 有 四 个 
阶段 和 四 个 特征 点 ,比例 极 限 和 弹性 极限 用 于 界定 线 弹 性 和 弹性 应 力 - 应 变 关系 的 范围 ， 
屈服 极限 和 强度 极限 是 两 个 强度 指标 。 低 碳 钢 等 塑性 材料 压缩 时 ， 没 有 颈 缩 阶段 ， 认 为 其 




















余 阶 段 的 性 质 与 拉 伸 时 可 


同 。 和 铸铁 是 典型 的 脆性 材料 ， 认 为 应 力 -应 变 曲线 只 有 一 个 线 弹 





性 阶段 ， 但 拉 伸 与 压缩 时 











并 不 相同 。 通 常 ， 压 缩 强度 极限 大 于 拉 伸 强度 极限 。 材 料 单 向 拉 


伸 时 的 塑性 指标 是 区 分 塑性 材料 和 脆性 材料 的 依据 。 

拉 压 杆 强度 条 件 中 的 许 用 应 力 等 于 材料 的 极限 应 力 除 以 安全 因数 。 对 于 塑性 材料 ， 极 
限 应 力 取 届 服 极限 ; 对 于 脆性 材料 。 极限 应 力 取 相应 变形 ( 拉 或 压 ) 下 的 强度 极限 。 强 度 条 
件 有 三 种 应 用 : 校 核 强 度 、 设 计 截 面 、 确 定 许可 载荷 。 
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2.1 什么 叫 轴 力图 ? 如何 绘制 拉 压 杆 的 轴 力 图 ? 它 有 什么 用 途 ? 

22 为 什么 要 研究 杆 件 截面 上 的 应 力 ? 应 力 与 内 力 有 什么 区 别 ? 

2.3 叙述 轴 向 拉 压 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 分 布 规律 。 

2.4. 拉 压 杆 的 横 截 面 与 斜 截面 上 的 应 力 有 何不 同 ” 如 何 计算 ? 

2.5 因为 拉 压 杆 件 纵向 截面 (a 二 90") 上 的 正 应 力 等 于 零 ， 所 以 垂直 于 纵向 截面 方向 
的 线 应 变 也 等 于 零 。 这 样 说 法 对 吗 ? 

2.6 什么 是 强度 条 件 ? 根据 强度 条 件 可 以 解决 哪些 问题 ? 

2.7 怎样 的 截面 称 为 构件 的 危险 截面 ? 

2.8 胡 克 定律 的 内 容 怎样 ? 其 数学 表达 式 是 怎样 的 % 适用 范围 如 何 ? 是 否 所 有 材料 
都 服从 胡 克 定律 ? 

2.9 把 一 低 碳 钢 试 样 拉 伸 到 它 的 纵向 线 应 变 s 二 六 02 时 ,是 否 可 以 根据 胡 克 定律 公 


式 6 二 五 来 求 其 模 截面 上 的 应 力 数值 ? 为 什么 ?“( 低 碳 钢 的 比例 极限 o, 二 200MPa， 弹 性 模 


Ж E=200GPa) 

2.10 Е 的 物理 意义 是 什么 ? 如 何 确定 它们 的 数值 ? 

2.11 材料 的 主要 力学 性 能 有 哪些 ? 研究 材料 力学 性 能 的 目的 ? 它们 的 含义 是 什么 ? 

2.12 为 什么 说 低 碳 钢材 料 经 过 冷 作 硬化 后 ,比例 极限 提高 而 塑性 降低 ? 材料 塑性 的 
高 低 与 材料 的 使 用 有 什么 关系 ? 

2.13 ”如 何 区 分 塑性 材料 和 脆性 材料 ? 

2.14 ” 试 说 明 脆性 材料 压缩 时 ， 沿 与 轴线 成 45" 方 向 断裂 的 原因 。 

215 钢 的 弹性 模 量 =200GPa， 铝 的 弹性 模 量 下 =71GPa， 试 比较 在 同一 应 力 下 ， 
哪 种 材料 的 应 变 大 ? 在 同一 应 变 下 ， 哪 种 材料 的 应 力 大 ? 

2.16 怎样 确定 材料 的 许 用 应 力 ? 安全 系数 的 选择 与 哪些 因素 有 关 ? 

2.17 铸铁 的 拉 压强 度 极 限 不 同 ， 因 而 铸铁 的 拉 ( 压 ) 许 用 应 力 不 同 ， 其 拉 伸 与 压缩 时 














的 安全 系数 是 否 相 同 ? 
ов 
Ce 
2.1 求 作 如 图 所 示 各 杆 的 轴 力 图 。 
30kN 20kN 
| - Д = |: ы. | i F үшін 
А В га 
(а) b) 
2 2Е 2F 20kN 40kN N 
2F TO0KN 
了 В С D 4 В ср 
© @ 


习题 2. 1 图 
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2.2 如 图 所 示 的 杆 件 АВ 和 GF 用 四 个 锦 钉 连接 ,两 端 受 轴 向 力 ЕСЕЛІ. ЕГ 
平均 分 担 所 传递 的 力 为 Е. 求 作 杆 的 轴 力 图 。 
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习题 2. 2 图 








2.3 试 作出 图 示 各 杆 的 轴 力 图 。 























ЗЕ 40км 30KN токм 20kN 
іт Іт Іт 
(b) 
15КМ/т 
Э 3m 2m 





(4) 


aaa 


24 ”简易 起 帅 架 如 图 所 示 ，AB 为 10cmX 10cm 的 杉木 ，BC H d=2cm 的 圆 钢 F= 
26kN。 试 求 斜 杆 及 水 平 杆 横 截 面 上 的 应 力 。 

25 阶梯 轴 受 轴 向 力 Е, =25КМ. Е,=40КМ. Е)-35ЕМ 的 作用 ,截面 面积 A = 
A; 二 300mm* ，A;, 二 250mm? 。 试 求 图 中 所 示 各 段 横 截 面 上 的 正 应 力 。 








习题 2.4 图 习题 2.5 图 


2.6 一 锦 接 件 ， 板 件 受 力 情 况 如 图 所 示 。 试 绘 出 板 件 轴 力 图 并 计算 板 件 的 最 大 拉 


этти RASE 第 2 章 | 





习题 2.6 图 





已 知 F=7kN, t=1.5mm, b=4mm, b=5mm, b;=6mm, 

27 已 知 如 图 所 示 杆 件 横 截面 面积 A==10cm*， 杆 端 受 轴 向 力 Е-4Окм, WR а= 
60" 及 a 二 30° 时 斜 截 面 上 的 正 应 力 及 切 应 力 。 

2.8 圆 截 面 钢 杆 如 图 所 示 ， 试 求 杆 的 最 大 正 应 力 及 杆 的 总 伸 长 。 已 知 材料 的 弹性 模 
it Е--2006Ра, 




















з) 2.7, 习题 2.8 图 


2.9 МИШ. Е = 200СРа, 比例 极限 o, =200MPa, H4 4 二 10mm， 在 标 距 
1=100тт 长 度 上 测 得 伸 长 量 А/=0. 05mm, 试 求 该 试 样 沿 轴线 方向 的 线 应 变 s、 所 受 拉力 
及 横 截 面 上 的 应 力 。 

2.10 横 堆 面 面 积 A=200mnmz 的 杆 受 轴 向 拉力 FF=10kN。 求 法 线 与 杆 轴线 成 30" 及 
45° 的 斜 截面 上 的 应 力 о, 及 r.， 并 问 rw 发 生 在 哪 一 个 截面 ? 

2.11 一 受 轴 向 拉 伸 的 杆 件 ， 横 截面 上 c= 50MPa 某 一 斜 截面 上 т, = 16МРа, Жа 
Жо, 

2.12 一 杆 受 F=160kN 轴 向 拉力 ， 且 任 一 截面 切 应 力 都 不 超过 80MPa。 试 求 此 杆 最 
小 横 截面 面积 А. 

2.13 ” 直 杆 受 力 如 图 所 示 ， 它 们 的 横 截面 面积 为 A 和 Ai, НА-2А,. 长 度 为 1， 弹 
性 模 量 为 E, Ri F, 二 2F 二 FF。 试 求 杆 的 绝对 变形 A 及 各 段 杆 横 截面 上 的 应 力 。 














习题 2.13 图 


35| 


1 材料 力学 ...нш----- 


136 


214 直径 d= 二 25mm 的 圆 杆 ,受到 正 应 力 o= 
240MPa 的 拉 伸 ， 材 料 的 弹性 模 量 Е = 210СРа. ЇЖА у= 
0. 3。 试 求 其 直径 改变 Ad 。 

215 联结 钢板 的 M16 螺栓 ， 螺 栓 螺 距 S=2mm, W 
ЖӘНЕ 700mm， 如 图 所 示 。 假 设 板 不 变形 ， 在 拧紧 螺母 
时 ， 如 果 螺母 与 板 接触 后 再 旋转 1/8 圈 ， 问 螺栓 伸 长 了 多 
ж? 产生 的 应 力 为 多 大 ? 问 螺栓 强度 是 否 足 够 ? 已 知 Е 

习题 2.15 图 200GPa， 许 用 应 力 [oj] 王 60MPa。 
2.16 如 图 所 示 的 简单 杆 系 中 ， 设 AB 和 AC 分 别 为 直 
径 20mm 和 24mm 的 圆 截面 杆 . 下 =200GPa，F 王 5kN。 试 求 点 的 垂直 位 移 。 

2.17 试 求 如 图 所 示 结 构 节 点 B 的 水 平 位 移 和 垂直 位 移 。 已 知 杆 1 与 杆 2 长 度 改变 量 
ЖЫ А. А0. 

2.18 АЕ РЕШ Н АНУ В 的 位 移 图 。 

















习题 2. 16 图 习题 2. 17 图 习题 2. 18 图 


2.19 托 架 结构 如 图 所 示 。 载 荷 F= 王 30kN， 现 有 两 种 材料 铸铁 和 Q235A 钢 ， 截 面 均 
为 圆 形 ， 它 们 的 许 用 应 力 分 别 为 Со, ]= ЗоМРа. [о, ]=120МРа 和 [cj 一 160MPa。 试 合理 
选取 托 架 AB 和 BC 两 杆 的 材料 并 计算 杆 件 所 需 的 截面 尺寸 。 

2.20 图 中 AB 和 BC 杆 的 材料 的 许 用 应 力 分 别 为 Го, 1--100МРа. [о |--160МРа. 
两 杆 截面 面积 均 为 A 二 2cm* ， 试 求 许可 载荷 。 




















习题 2. 19 图 习题 2. 20 图 


#38 
Нн 转 


教学 提示 : 本 章 主 要 内 容 包 括 圆 轴 外 力 偶 和 矩 的 计算 方法 ， 契 招 转 时 的 内 力 、 应 力 和 强 
度 计 算 及 变形 和 刚度 计算 。 

教学 要 求 : 要 求 掌握 圆 轴 扭转 时 的 外 力 偶 矩 的 计算 方 活 ， 会 用 截面 法 分 析 指定 截面 的 
扭矩 并 绘制 扭矩 图 ， 会 推导 应 力 及 变形 的 计算 公式 ”掌握 横 截 面 上 的 应 力 及 强度 计算 、 变 
形 及 刚度 计算 。 





ші 


5% ҲМ 

工程 中 经 常见 到 图 3.1 所 示 的 机 器 中 的 传动 轴 图 3;2 所 示 的 方向 盘 的 操纵 杆 等 构 
件 ， 它 们 均 可 简化 为 图 3.3 所 示 的 计算 简 图 。 该 类 构件 的 受 力 特点 是 作用 于 其 上 的 外 力 是 
一 对 转向 相反 (或 多 企 ) 作 用 面 与 杆 件 横 截 面 平行 的 外 力 偶 矩 。 在 这 样 的 外 力 偶 矩 作用 下 ， 
杆 件 的 任意 两 个 模 截 面 都 会 围绕 轴线 作 相对 转动 。 杆 件 的 这 种 变形 形式 称 为 扭转 。 任 意 两 
个 模 截 面 间 相 对 转 过 的 角度 ， 称 为 扭转 角 ， 以 表示， 单位 为 弧度 。 扭 转角 是 扭转 变形 的 
度量 ,图 3. 3 中 的 prs 表示 截面 B 相对 于 截面 A 的 扭转 角 。 工 程 中 对 于 发 生 扭转 变形 的 直 
杆 习惯 上 称 为 轴 。 








м, м, 
== 
f T Аһ 
А В 
图 3.1 图 3.2 图 3.3 


轴 上 的 外 力 偶 无 论 是 只 有 一 对 ， 还 是 多 于 一 对 ， 其 中 总 会 有 一 个 是 主动 外 力 偶 ， 而 另 
外 的 是 与 它 平 衡 的 阻力 偶 。 对 于 传递 动力 的 轴 ， 主 动 外 力 偶 使 之 转动 ， 因 而 其 转向 必然 与 
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材料 力学 semses=== 
轴 的 转向 相同 ， 阻 力 偶 的 转向 则 与 轴 的 转向 相反 。 

一 般 而 言 ， 扭 转变 形 往往 并 非 单独 存在 ， 如 有 些 传递 动力 的 轴 ， 就 既 有 扭转 义 有 灾 
曲 。 此 外 ， 在 扭转 问题 中 ， 最 常见 的 是 圆 截 面 杆 。 但 也 有 非 圆 截 面 杆 。 本 章 只 研究 圆 截面 
等 直 杆 的 纯 扭转 ， 这 是 工程 中 最 常见 的 情况 ， 又 是 扭转 中 最 简单 的 问题 。 


3.2 传动 轴 的 外 力 偶 矩 、 扭 矩 及 扭矩 图 


外 力 偶 矩 的 计算 


为 了 计算 扭转 时 的 内 力 ， 需 要 知道 作用 于 轴 上 的 外 力 偶 矩 M-。 在 工程 实际 中 ， 作 用 
于 轴 上 的 外 力 偶 矩 往往 不 是 直接 给 出 的 ， 通 常 给 出 的 是 轴 的 转速 和 轴 所 传递 的 功率 。 

一 个 传动 轴 的 外 力 偶 矩 可 以 通过 它 的 转速 和 它 所 传递 的 功率 来 求 得 。 图 3.4 所 示 的 电 
电动 机 ЖБИ ЫШТЕ КЛИН M. 作用 下 ， 以 角速度 o 转 
= 动 . 已 知 轴 的 转速 为 转 /分 钟 (r/min)， 电 动机 输 
ES аара 入 功率 为 BE 千瓦 (kW)， 则 电动 机 每 秒 输 入 的 功 为 
кр ту = Ру 1000. 外 力 偶 矩 M. 每 秒 所 做 的 功 为 W = 


{9л 1. =W", 4 
М2 50 ЙА” үу", 8 





> 
=9549 РЕ, B-D 


其 单位 为 N。m。 
车 已 知 电 动机 传递 的 功率 为 P 92) (РЅ, ІР5--735. 5%). 转速 为 nr/min， 则 


м/=то?а Ё. 
п 


ЕЕЕ ax 


КА ГТА ЕНТ ЕЙ ЖК 27 18 А т. п H ER E A RAE ЖОЙ ЙАШ ЕМІ 27. 
图 3. 5 所 示 为 一 等 截面 直 圆 轴 ， 如 假想 地 沿 横 截 面 m 一 m 将 轴 分 成 两 部 分 ， 并 取 部 分 工 为 
研究 对 象 ， 如 图 3. 5(b) 所 示 ， 由 于 整个 轴 在 外 力 偶 矩 作用 下 是 平衡 的 ， 所 以 部 分 工 也 处 
于 平衡 状态 ， 在 截面 m 一 关上 必然 有 一 内 力 偶 矩 下 。 由 部 分 工 的 平衡 条 件 一 一 关于 工 轴 的 
REDEE. ШУМ, =0, 48 ТМ, =0 
Вр Т--М. 

Т0 m—m Л 5, СЕЛІ. ІЛЕ m 一 m 截面 上 相互 作用 的 分 布 内 力 系 的 合 
ЛЖ. 

如 果 取 部 分 开 作 为 研究 对 象 ， 如 图 3. 5(c) 所 示 ， 仍 然 可 以 求 得 Т=М, 的 结果 。 只 是 
其 方向 与 用 部 分 工 求 出 的 扭矩 方向 相反 。 为 了 使 从 部 分 工 或 从 部 分 下 求 出 的 同一 截面 上 的 
扭矩 不 仅 数值 相等 ， 而 且 正 负 号 也 相同 ， 对 扭矩 作 如 下 规定 : 按 右手 螺旋 法 则 把 扭矩 ТЖ 
示 为 矢量 ， 当 矢量 方向 与 截面 的 外 法 线 方向 一 致 时 ， 扭 矩 了 为 正 ; 反之 为 负 。 根 据 这 一 规 
定 ， 图 3.5(b)、(c) 中 的 扭矩 均 为 正 值 ， 如 图 3.6 所 示 。 
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若 作 用 于 轴 上 的 外 力 偶 多 于 两 个 ， 也 与 拉 伸 (压缩 ) 问 题 中 画 轴 力图 一 样 ， 可 用 图 线 来 
表示 各 横 截 面 上 扭矩 沿 轴线 变化 的 情况 。 图 中 以 横 轴 表示 横 截 面 的 位 置 ， 纵 轴 表 示 相 应 截 
面 上 的 扭矩 ， 这 种 图 线 称 为 扭矩 图 。 下 面 用 例题 说 明 扭矩 的 计算 和 扭矩 图 的 绘制 。 























М, А 2 b) 
ч шо, М, 
б "(б о Sh == 
Қ g, | 
т 
Вз. 5 图 3.6 
【例题 3.1】 已 知 传动 轴 转 速 为 n==300r/min， 主 动 轮 妈 的 输入 功率 Ps 二 400kW， 三 个 从 
动 轮 输 出 功率 分 别 为 Pe =120kW, Pe = 120К№, т, я. я т, 





Po 二 160kW， 见 例题 3.1 图 。 试 画 出 轴 的 扭矩 图 。 
Е: 按 式 (3 -1) 算 出 作用 于 各 轮 上 的 外 为 偶 
Ж. B 


(а) 








ma =9549 PA=9549X-400kW < YozgX10N + m 
п 300r/min ©) 
Ps 120kW 
=m- =9549 = =9549X ах зм. 
myg = тс = 9549 = 95492 ЗООР min 3. 82х10“ • m 


160kW 
300r/min 


m 
从 受 力 情况 看 出 ， 轴 在 ВС. CA, Ар 三 段 内 ,各 
截面 上 的 扭矩 是 不 相等 的 。 现 在 用 截面 法 .根据 
衡 方程 计算 各 段 内 的 扭矩 。 
在 BC 段 内 ， 以 Т, 表示 截面 1 一 1 上 的 扭矩 ， 
并 把 Т, 的 方向 假设 如 图 (b) 所 示 。 由 平衡 方程 
Т 








А 
mp =9549 г. 9549X =5. 10X ËN * 





(с) 


K 





(4) 








+т»һ=0 


> 


得 


Tı =—ms=—3. 82kN + т т 
等 号 右边 的 负 号 说 明 ， 图 (b) 中 对 Т, 所 假设 的 方向 与 
截面 1 一 1 上 的 实际 扭矩 方向 相反 。 按 照 扭 矩 的 符号 规 
ж. 与 图 (b) 中 假设 的 方向 相反 的 扭矩 是 负 的 。 在 BC 
段 内 各 截面 上 的 扭矩 不 变 ， 皆 为 一 3. 28kN + т. БТ 
在 这 一 段 内 扭矩 图 为 一 水 平 线 ， 如 图 (d) 所 示 。 

同 理 , 在 CA Вр. 由 图 (c)， 得 


Т,----тр--тс----7.64ЕМет 例题 3. 1 图 








“) 











在 AD 段 内 ,得 
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%- ЗІК. ишана 
Т, =ть=5. 10kN • т 


根据 所 得 数据 ， 把 各 截面 上 的 扭矩 沿 轴线 变化 的 情况 用 图 (d) 表 示 出 来 。 就 是 扭矩 
从 图 (d) 中 可 以 看 出 ， 最 大 扭矩 发 生 于 CA 段 内 ， 且 1T|。 一 7. 64kN“。m。 

对 同一 根 轴 ， 若 把 主动 轮 A 安置 于 轴 的 一 端 ， 如 放 在 右 端 ， 则 轴 的 扭矩 图 将 如 图 (f) 
所 示 。 这 时 ， 轴 的 最 大 扭矩 1T| 一 12.7kN。m。 可 见 ， 传 动 轴 上 主动 轮 和 从 动 轮 安 重 的 
位 置 不 同 ， 轴 所 承受 的 最 大 扭矩 也 就 不 同 。 两 者 相 比 ， 图 (a) 所 示 布 局 比较 合理 。 
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33 纯 剪 切 、 切 应 力 互 等 定理 及 剪 切 胡 克 定 律 


薄 壁 圆 简 捏 转 时 横 截面 上 的 应 力 A 


在 研究 圆 轴 扭转 的 应 力 和 变形 之 前 ， 先 考察 薄 壁 圆 简 的 扭转 变形 ， 以 便 找 出 切 应 力 和 
切 应 变 之 间 的 关系 。 
所 谓 薄 壁 圆 简 就 是 其 壁 厚 1 与 横 截面 平均 直径 ЖЕЛКЕ 1/20 的 圆 简 。 该 类 杆 件 扭 
转 时 横 截 面 上 的 内 力 仍 可 利用 鹤 面 法 求 得 ， 显 然 仍然 是 扭矩 T, 那么 该 内 力 Т ТЕВЕ ШШ Е 
是 如 何 分 布 的 呢 ? 
在 圆 简 表面 分 别 画 出 两 条 与 轴线 平行 的 纵向 线 和 与 轴线 垂直 的 横向 圆周 线 ， 如 图 3.7 
(a) 所 示 。 在 圆 简 两 端 均 施加 力矩 Mo 使 贺 简 发 生 扭转 变形 。 此 时 图 3. 7(a) 中 的 方 格 变 成 
ТҰМА. ІШІҢ 3.7(b) 所 示 ， 这 表明 方 


УУ" 格 的 左 看 本 对 边 发 生 相 对 错 动 ， 但 两 对 边 之 间 
的 距离 不 变 ， 圆 简 的 半径 、 长 度 均 不 变 。 根 据 
上 述 现象 可 以 推断 ， 在 贺 简 模 截 面 上 只 有 环 向 
ке = 


切 应 力 而 无 正 应 力 ， 在 包含 半径 的 纵向 截面 上 
也 无 正 应 力 。 由 于 圆周 上 各 点 的 变形 情况 相 


тт п т 
м, | “м. М, г M. 又 由 于 圆 简 壁 厚度 与 直径 相 比 其 小 ， 故 可 
eee EAF 以 假定 沿 着 简 壁 的 厚度 切 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 
ХХ ==) 





























—~Ss ms 多 沿 圆周 各 点 的 切 应 力 大 小 相等 。 现 假想 将 圆 简 
5 © 截 成 两 部 分 ， 研 究 其 中 一 部 分 ， 如 图 3.7(c) 
图 3.7 所 示 ， 根 据 静 力学 关系 ， 有 


Tes Í tdA “ғ-?лғит-М. 
A 


从 而 求 得 
工 М. 


i P E 
2art 2art 


式 中 ,7 为 圆 简 的 平均 半径 。 


切 应 力 互 等 定理 


目 相 邻 的 两 个 横 截 面 和 相 邻 的 两 个 纵向 平面 ， 从 薄 壁 圆 简 。 
中 取出 一 单元 体 ， 它 在 三 个 方向 的 尺寸 分 别 为 dr、dy 和 +t， 如 


(3-2) 
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ШЕТІ ЕРЕШЕ ЕКІ 


图 3. 8 所 示 。 由 以 上 分 析 可 知 ， 在 单元 体 的 左右 两 个 侧面 上 只 有 切 应 力 ， 而 无 正 应 力 ， 此 时 
单元 体 发 生 的 变形 ， 称 为 纯 剪 切 变 形 。 这 两 个 面 上 的 切 应 力 均 可 由 式 (3- 2) 得 出 ， 数 值 相 
等 ,但 方向 相反 。 这 两 个 侧面 上 的 前 力 (r… xzdy) 将 组 成 一 个 力 偶 ， 力 偶 矩 为 (r。tdy) б dr. 
由 于 单元 体 处 于 平衡 状态 ， 在 单元 体 的 上 下 两 侧面 上 也 必然 存在 切 应 力 =， 并 且 组 成 另 一 个 
力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 (<。 tdz)。dy， 与 上 述 的 力 偶 矩 (r。tdy)。dz 相互 平衡 。 即 由 单元 体 平衡 
ЖУМ, =0, 得 








(те tdy) *4х—(т гах) + dy=0 
于 是 可 知 
т=т' С3:=:8) 
2003-3) А. 在 单元 体 相互 垂直 的 两 个 面 上 ， 切 应 力 必 然 成 对 存在 ， 且 数值 相等 ， 
与 这 两 个 面 的 交 线 垂直 ， 其 方向 则 共同 指向 或 共同 背离 这 两 个 面 的 交 线 。 这 个 规律 称 为 切 
应 力 互 等 定理 。 在 构件 的 应 力 分 析 中 是 一 个 常用 的 重要 定理 。 


иле AAA 


单元 体 在 纯 剪 切 变形 时 ， 相 对 两 侧面 发 生 微小 错 动 ， 以 y 来 度量 其 错 动 变形 的 程度 。 
这 里 的 7 即 切 应 变 。 从 图 3.7(b) 可 以 看 出 ， 设 9 为 薄 壁 圆 简 两 端的 相对 转角 ，/ 为 圆 简 的 
长 度 ， 则 切 应 变 为 
= P = 
ГТ (3-4) 


ЖҮЗЕТІН НЕ [И] [а] АК FH PE DR De п] ЯП. 24001727 ЖАМ ЖЕЙ 99 М) е т 
例 极限 m 时 ， 扭 转角 o НРО М. ШЕШН; 而 由 
式 (3 -2) 可 知 ， 横 截面 CAJ т 与 扭矩 T 成 正比 :又 由 式 (3 -4) 
可 知 ， 切 应 变 y 与 扭转 角 9 成 正比 。 所 以 ,以 上 述 的 试验 可 推 得 这 样 T 
的 结论 ， 当 切 应 办 不 超过 材料 的 剪 切 比例 报 限 +, 时 ， 切 应 变 у 与 切 
应 力 + 成 正比 ,、 如 余 3.9 所 示 。 这 就 是 材料 的 剪 切 胡 克 定律 ,表示 为 0 7 
т-бу (3-5) тә 
ХР. с 为 比例 常数 ， 称 为 材料 的 剪 切 弹性 模 量 ， 其 量 纲 与 切 应 力 相 同 ， 常 用 单位 为 GPa. 
在 讨论 拉 伸 和 压缩 时 ， 曾 得 到 两 个 弹性 常数 已 、v"， 本 节 又 得 到 一 个 弹性 常数 G。 对 各 
向 同性 材料 。 可 以 证 明 三 个 弹性 常数 玉 、v 和 G 之 间 存 在 着 确定 的 关系 ， 即 
Е 
“зау 
也 就 是 说 ， 这 三 个 弹性 常数 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 已 有 实验 证 明了 式 (3 - 6) 所 示 关 系 的 正确 性 。 


с (3-6) 


3.4 圆 轴 扭转 时 的 应 力 及 强度 条 件 


тш ілкі 


1. 等 直 贺 轴 扭转 实验 与 平面 假设 
取 一 等 直 圆 轴 ， 在 表面 上 画 一 系列 的 圆周 线 和 垂直 于 圆周 线 的 纵向 线 ， 它 们 组 成 许多 
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图 3. 10 





ЖРА. 如 图 3. 10 所 示 。 然 后 在 其 两 端 施加 一 对 大 小 
相等 、 转 向 相反 的 力 偶 矩 M.， 使 其 发 生 扭 转 。 当 变形 很 
小 时 ,可 以 观察 到 : 

(1) 变形 后 所 有 圆周 线 的 大 小 、 形 状 和 间距 均 未 改 
Ж. 只 是 绕 圆 轴 的 轴线 作 相对 的 转动 ; 

(2) 所 有 的 纵向 线 都 转 过 了 同一 角度 Y， 因 而 所 有 的 
和 矩形 网 格 都 变 成 了 平行 四 边 形 。 

根据 以 上 的 表面 现象 去 推测 圆 轴 内 部 的 变形 ， 可 作 
出 如 下 假设 : 变形 前 为 平面 的 横 截 面 ， 变 形 后 仍 为 平面 ， 
并 如 同 刚性 圆 盘 一 样 绕 轴线 旋转 。 这 样 ， 横 截面 上 任 一 
半径 始终 保持 为 直线 ， 这 一 假设 称 为 刚性 平面 假设 。 以 




















该 假设 为 基础 导出 的 应 力 和 变形 的 计算 公式 ， 符 合 试验 结果 ,- 这 说 明 该 假设 是 符合 真实 情 


况 的 ， 是 正确 的 。 


等 直 圆 轴 横 截面 上 的 应 力 可 以 分 解 为 正 应 力 和 切 应 力 。 由 于 横 截 面 间 的 间距 在 变形 后 
保持 不 变 ， 即 轴 向 无 拉 伸 或 压缩 变形 ， 可 知 其 正 应 为 为 零 ， 所 以 圆 轴 扭转 时 ， 横 截面 上 仅 
存在 切 应力 。 为 了 确定 横 截面 上 的 切 应 力 分 布 规律 ;需要 通过 圆 轴 的 变形 情况 ， 得 到 应 变 
的 变化 规律 ， 然 后 再 利用 物理 方面 和 静 力 学 方面 的 关系 进行 综合 分 析 。 


2. 几何 方面 


在 上 述 假设 的 基础 上 研究 微 单元 体 的 变形 。 从 图 3. 1T(a) 的 圆 轴 中 ， 截 取 长 为 dz 的 一 
段 ， 其 扭转 后 的 相对 变形 情况 如 图 З. 11(a) 所 示 。 为 了 更 清楚 地 表示 圆 轴 的 变形 ,再 从 微 
役 中 截取 一 模 形 微 体 OO'dcab, -如 图 3.11(b) 所 示 … 上 其 中 实 线 和 虚线 分 别 表示 变形 前 后 的 


形状 。 





图 3.11 
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由 图 可 见 ， 在 圆 轴 表 面 上 的 矩形 арса 变 为 平行 四 边 形 cpc'd ， 边 长 不 变 。 但 直角 改 
变 了 一 个 7Y 角 , yY 角 即 为 切 应 变 。 在 圆 轴 内 部 ， 距 圆心 为 p 处 的 矩形 也 变 为 平行 四 边 形 ， 
其 切 应 变 为 y,。 微 段 dz 左 、 右 两 截面 的 相对 扭转 角 用 半径 O'c 转 到 O“ 的 角度 dp 来 表 
示 ， 则 由 几何 关系 可 以 得 到 








сс =уйх. сс = Каф 


故 
=р9 
7 dz 
对 圆 轴 内 部 ， 也 有 
dp 
= (3-7) 


式 中 ， ТЕЕ 的 变化 率 ， 是 x 的 函数 ,。 对 具体 给 定 的 截面 而 言 ， 它 是 常 
量 ， 因 此 ， 切 应 变 у, 沿 圆 轴 半径 线性 变化 ， 离 轴线 越 远 ， 切 应 变 越 大 ， 贺 轴 表 面 处 切 应 
变 最 大 。 可 以 看 出 ， 切 应 变 发 生 在 与 半径 垂直 的 平面 内 ， 同 一 半径 上 的 所 有 各 点 切 应 变 均 
相同 。 这 就 是 圆 轴 扭 转 时 的 变形 规律 ， 它 是 平面 假设 的 必然 结果 。 
3， 物 理 方面 
当 外 力 偶 矩 不 很 大 ， 即 切 应 为 不 超过 材料 的 剪 切 比 例 极 限时 ， 7) 代 入 剪 切 胡 
克 定 律 ， 即 可 得 到 横 截 面 上 距 轴 线 为 p 处 的 切 应 力 的 变化 规律 上 
-Gy G% (3-8) 
dz 
式 (3-8) 表 明 : 圆 轴 扭 转 时 横 截 面 且 的 切 应 力 沿 半径 呈 线 性 分 布 ， 离 轴线 越 远 处 切 应 
力 越 大 ， 圆 轴 表 面 处 切 应 力 最 大 ; 同一 半径 上 所 有 各 点 的 切 应 力 均 相同 ， 因 切 应 变 发 生 在 
与 半径 垂直 的 平面 内 ， 所 以 切 应 力 与 半径 垂直 [ 见 图 3.11(d)]。 考 虑 到 切 应 力 互 等 定理 ， 
切 应 力 成 对 存在 ， 在 过 同一 半径 的 横 截 面 与 纵 截面 上 ， 切 应 力 的 分 布 情况 如 图 3. 11(e) 
所 示 。 
4. 静 力 学 关系 
式 (3-8) 只 是 表明 了 切 应 力 在 横 截 面 上 的 分 布 规律 ， 还 不 能 用 于 实际 计算 ， 因 为 


式 (3 一 8) 中 的 到 尚未 确定 ， 需要 通过 建立 横 截 面 上 扭矩 T 与 切 应力 r 之 间 的 关系 来 确定 。 


























在 横 截 面 上 距 圆心 为 处 取 微 面积 dA， 如 图 3. 12 所 示 , 其 上 
微 内 力 为 mdA,， 因 与 半径 垂直 ， 该 微 内 力 对 圆心 的 矩 为 pr,dA， 
截面 上 所 有 微 力矩 的 和 ， 即 微 力 和 矩 在 整个 横 截 面 上 的 积分 ， 就 应 是 
截面 上 的 扭矩 Т. ШІ 














| aa =T 


将 式 (3 -8) 代 入 上 式 ， 可 得 图 3.12 
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ардА=64 [ы 
uA с | ы 


т= | обе £ 


АГ ЕЗ ЕРІДІ 
性 矩 。 于 是 ， 式 (3 - 9) 可 写成 


将 式 (3 -10) 代 入 式 (3-8)， 得 


(н. Т 为 圆 轴 横 截面 上 的 扭矩 ， po 为 横 截 面 上 所 求 切 应 力 的 
ШИКІЛЕЙ; т, 为 横 截 面 上 距 轴 心 为 p 处 的 切 应 力 。 
式 (3 -11) 即 为 














(3-92 


， 称 为 横 截 面 对 圆心 的 极 惯 


(3-10) 


(3-11) 


点 至 轴 心 的 距离 ， 了 , ЖІК 


轴 扭 转 时 横 截 面 上 切 应 力 大 小 的 计算 公式 (其 方向 可 由 工 的 转向 来 判 


定 )， 显 然 ， 最 大 切 应 力 发 生 在 距 轴 心 最 远 的 圆 截 面 的 边缘 ， 即 


„128 
m RT, 
令 „= 于 是 
= 
Tm =y 





有 关 的 几何 量 。 


(3-12) 


Җир. W, ТА ИО З З Ў тат ы. МАЕ 1, 一 样 ， 也 是 仅 与 截面 形状 、 尺 寸 


由 于 在 推导 过 程 中 应 用 了 剪 切 胡 克 定律 ， 式 (3- 10)、 式 (3- 11) 和 式 (3- 12) 只 有 在 


切 应 力 小 于 剪 切 比例 极限 1, 的 范围 内 才能 适用 ， 而 且 只 适用 
近似 使 用 ， 对 阶梯 状 圆 轴 可 分 段 使 用 。 


зл2 截面 的 极 惯性 矩 和 抗 扭 截面 系数 


于 圆 轴 。 对 小 锥 度 的 圆 轴 可 


在 进行 圆 轴 扭 转 应 力 计算 时 ， 先 要 计算 极 惯性 算 1, 和 抗 扭 截面 系数 W, 


1. 实心 圆 轴 的 情形 


实心 国 截面 如 图 3. 13(a) 所 示 。 计 算 1, 和 W, 时 ， 用 极 坐标 比较 方便 ， 现 取 离 


H p 处 的 微 面积 dA，dA 二 2xpdp， 则 积分 为 


D 4 





aD’ 











bO 

















图 3.13 


2 空心 圆 轴 的 情形 


空心 圆 截 面 如 图 3. 13(b) 所 示 。 极 惯性 矩 1, 为 
т _т(‹р\=4\) 
32. 





К Da 2 


式 中 ，D 为 轴 的 外 径 ，d 为 空心 轴 的 内 径 。 
【例题 3. 2〗 已 知 传动 轴 AB 转速 n 二 360r/min， 和 传递 的 功率 
P=7.5kW, AC БЕЗ: УЙШ. СВ 段 为 空心 圆 截 面 ， 外 径 
D=3cm， 内 径 .4=2cm。 求 : AC 段 横 截 面 边缘 处 的 切 应 力 及 
СВ 段 横 截 面 外 边缘 和 内 边缘 处 的 切 应 力 。 
f: (1) 计算 扭矩 ， 即 
7. 5kW 


A С B 
P 5 . 
M.=9549X =9549X za 7m =199М + т 
T=M.=199N. m 
(2) 计算 极 惯性 矩 ， 即 | 
i А 
АСВ. I, ХО 3.437 и 27, 95cm 5 


32 32 cm 一 7. 95cm 


ығыр (Р*—4*у._8.14хХ(3*—*) 例题 3. 2 图 
СВ В. = Е ст! = 6. 38ст! 
(3) 计算 应 力 。 
АС 段 横 截 面 外 边缘 处 的 切 应 力 为 
«Т.р 1993 ° т a 
tA =I тохто mr 0: 0151—37. 5MPa 


СВ 段 横 截面 内 边缘 处 的 切 应 力 为 


cm_T.d_ 19М-т 
Тн Ja 2 6.38107 






































Х0.01--31. 2MPa 


86 з 
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CB 段 横 截 面 外 边缘 的 切 应 力 为 


Ж =Т. D46. 8MPa 
aest 


le Z2 
圆 轴 扭转 的 强度 条 件 和 轴 向 拉 伸 ( 压 缩 ) 的 强度 条 件 相 类 似 ， 要 求 轴 内 所 有 横 截 面 上 的 
最 大 切 应 力 rws* 小 于 材料 的 许 用 切 应 力 [r]， 故 强度 条 件 为 








--(Е) < (3-13) 
对 于 等 直 圆 轴 强 度 条 件 可 写 为 
二 (3-14) 


式 中 ,扭矩 及 应 力 均 考虑 绝对 值 。 
对 于 阶梯 轴 ， 因 为 W, 不 是 常数 ， 因 此 全 轴 上 最 危险 的 点 处 的 最 大 切 应 力 rw 就 不 一 定 
是 在 最 大 扭矩 Tu 所 在 的 横 截面 上 ， 这 时 需要 比较 各 段 最 大 切 应 力 ( 绝 对 值 )， 取 其 最 大 值 。 即 


т т, т 
> МАУ < 
мс Аа. 


实验 及 理论 研究 表明 ， 材 料 纯 剪 切 时 的 许 用 切 应 力 [т] 与 其 许 用 拉 应 力 Го) 存在 如 
下 关系 : 

(1) ЭЗЕМ Ж. [т]=(0.5——0.6)[ 1; 

(2) ЖЕМ. Гт1--(0.8--1.00(61. 

考虑 到 机 械 设 备 中 受 扭 圆 轴 常 承受 动 载荷 作用 等 原因 ， 许 用 切 应 力 的 值 还 常常 取得 低 























Tmax = тах | 


与 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 一 样 ， 利 用 圆 轴 扭转 的 强度 条 件 可 以 进行 强度 校 核 、 设 计 截 面 尺寸 
及 确定 许 用 载荷 等 方面 的 强度 计算 。 
【例题 3.3】 已 知 离合 器 转速 三 100r/min， 传 递 的 功率 P=7.5kW， 最 大 切 应 力 不 得 超 
过 40MPa。 空 心 圆 轴 的 内 外 直径 之 比值 =0.5， 两 轴 长 
度 相 同 。 求 实心 轴 的 直径 d, 和 空心 轴 的 外 直径 Р, 并 确 
定 两 轴 的 重量 之 比 。 

解 : 首先 由 轴 所 传递 的 功率 计算 作用 在 轴 上 的 扭矩 ， 即 


M. 一 9549X 卫 一 9549XZ5N .。m 一 716. 2N * m 
п 100 


Т=М,=716. 23 • m 


























实心 轴 : | 
Tmaxl тт mi =40MPa 
а, /Bz 0. 045т= 45тт 
空心 轴 : 
кые бе и ыш 











‘I 16X716.2N ° m 
D= ау X40X10 Pa 一 0 046 四 一 46mm 
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长 度 相同 的 情况 下 ,实心 轴 与 空心 轴 的 重量 之 比 即 为 两 者 横 截 面 面 积 之 比 ， 即 
А di 45 х107° ү? 1 
А. Di(l—a’) (кото) 1—0. 5° 
从 上 例 可 以 看 出 ,在 载荷 相同 的 情况 下 ， 空 心 轴 的 重量 为 实心 轴 的 78 中 。 这 是 因为 横 
截面 上 的 切 应 力 沿 半径 按 线性 规律 分 布 ， 圆 心 附近 的 应 力 很 小 ,材料 没有 充分 发 挥 作用 ， 
若 把 轴 心 附近 的 材料 向 边缘 移 置 ， 使 其 成 为 空心 轴 ， 就 会 增 大 I, 和 W,， 提 高 轴 的 强度 。 
所 以 在 强度 相同 的 情况 下 ， 采 用 空心 轴 可 以 减轻 重量 、 节 约 材料 。 











1. 28 


























35 圆 轴 扭转 时 的 变形 及 刚度 条 件 
贺 轴 扭转 时 的 变形 АЖА 


在 分 析 圆 轴 扭转 切 应 力 过 程 中 ,得 到 两 个 扭转 变形 几何 量 ; 一 个 是 切 应 变 y,， 它 发 生 
在 与 半径 垂直 的 平面 内 ， 并 与 到 圆心 的 距离 o 成 正比 ; “ 男 一 个 是 任意 两 个 横 截 面 绕 圆 轴 轴 
线 转动 的 相对 转动 角 wp， 称 为 扭转 角 。 由 于 通常 采用 扭转 角 来 度量 扭转 变形 ， 所 以 扭转 角 
是 扭转 变形 的 主要 指标 。 

由 式 (3 -10) 给 出 的 是 截面 z 处 相距 单位 长 度 的 两 截面 的 相对 转角 ， 记 为 

% м. (3-15) 

式 中 ,9 称 为 单位 长 度 扭转 角 , 单位 为 rad/m。 
相距 dz 的 两 个 横 截 面 的 相对 所 转角 аф 为 








ога (3-16) 
沿 圆 轴 轴线 工 积分 ,可 得 到 距离 为 ! КЫ ТЕ E AART E fA o A 
е- | dp= | Е 
车 在 轴 长 1 内 扭矩 T 为 常量 ， 轴 直径 不 变 ， 材料 相同 ， 则 式 (3 -17) 可 积分 为 
or (3-18) 


该 式 为 等 截面 圆 轴 扭转 时 变形 计算 公式 。 式 中 ,扭转 角 е У ТІ 成 正比 ,与 G1, 成 反比 。 
GI, 称 为 圆 轴 的 抗 扭 刚度 ， 是 截面 抵抗 扭转 变形 能 力 的 反映 。 

必须 指出 ， 式 (3 -18) 和 式 (3- 15) 只 在 切 应 力 小 于 剪 切 比例 极限 т, 时 才能 使 用 ， 并 且 
只 适用 于 圆 轴 。 
若 圆 轴 承受 多 个 外 力 偶 窍 作用 ， 则 每 段 轴 的 扭矩 不 同 。 在 求全 轴 两 端面 的 相对 扭转 角 
时 ， 可 分 段 计算 每 一 段 轴 的 相对 扭转 角 yp;， 然 后 代数 相 加 ， 即 





























та; 
-Хәе- GI p (3-19 = 


з, Ti, Ips 1; З БЕН. ВЕРЕ НК 
对 于 锥 形 圆 截面 杆 ， 当 锥 度 较 小 (如 a 二 10") 时 ， 如 图 3.14 所 
示 ， 可 用 式 (3 -20) 近 似 计算 ， 即 вын 




















тес Н __ 839 
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9 一 Пе“ (3-20) 
【例题 3. 4】 已 知 传动 轴 АС 如 图 所 示 ，AB 段 直径 
为 75mm，BC 段 直 径 为 50mm， 外 力 偶 矩 Ma = 
2.5ЕМ- m, М. =4kN • m, Ma =1. 53 • m, G= 
80GPa， 求 截面 A 相对 于 截面 C 的 扭转 角 pac 。 

解 : (1) 计算 扭矩 ， 即 
Ті--М,-2.5ЕМ- т 
T:=Ma =М,.=1. 5kN • m 





例题 3. 4 图 


(2) 计算 A、C 两 截面 间 的 相对 扭转 角 ， 即 
Т 2.5X10°N + mX750X10 3m _ 











Фа = GT K 7. 55X107" rad 
SEN 80X 10° PaX =. Х75' X107" т! 

рс = PE- L5X10N > mx500x10 m OY S 28X10- rad 
p 


80X10° Рахт X 50* X 107m" 


Pac = фан Hone = (7. 55X107 — 15. 28Х10=* )rad=—7. 73X 107° rad 


meae 000 


机 械 设备 中 ， 有 些 零 部 件 除了 要 满足 强度 条 件 外 ,一 般 还 要 满足 刚度 条 件 。 例如， 机 
床 丝 杠 的 扭转 变形 就 要 加 以 限制 ,以 保证 机 床 的 加 工 精度 。 在 刚度 计算 中 ， 工 程 上 常 采用 
单位 长 度 扭 转角 来 表示 扭转 变形 程度 的 大 小 。 轴 的 刚度 条 件 为 


-| 过 [sa (3-21а) 


Ө... 0 88 (0 Ж ғай/т, 但 工程 上 习惯 采用 度 / 米 即 (*)/m 作为 单位 长 度 扭 转角 的 单位 ， 因 此 
上 述 刚 度 条 件 可 表示 为 
в. || ха Га (3-21) 

式 中 ，0,w 为 轴 的 最 大 单位 长 度 扭转 角 ， 单 位 为 (")/m; СІ, 为 轴 的 抗 扭 刚度 ; [0] 为 单位 
长 度 许 用 扭转 角 。 

各 种 轴 类 零件 的 [外 值 可 从 有 关 规 范 和 手册 中 查 到 。 通 常 范围 如 下 : 

(1) 精密 机 械 设 备 的 轴 : [由 一 0. 25 一 0. 50°/т, 

(2) 一 般 传动 轴 : (01--0.50--1. 007/т, M, M, 


(3) 精度 要 求 不 高 的 轴 : [0]=1.00~2. 50°/m, 
【例题 3.5】 有 两 根 横 截 面 面 积 、 长 度 及 载荷 均 相 等 的 圆 轴 。 其 中 实 
心 轴 的 直径 为 di = 104тїт\. 空心 轴 的 内 径 为 4; = 60тт. 4 0 
D; 二 120mm。 已 知 M.=10kN • m, 1=1њ. G=80GPa, ҖИ Ж 


М, 
算 两 者 变形 的 比值 。 
т. (1) 计算 极 惯性 矩 。 


， . 
实心 轴 : „= XO rmt 11. 48X 10 mmm’ 例题 3.5 图 
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== а. 


_x(Di—di)_3.14X(120:—60') , 
32 32 ш 








空心 轴 : Га 19. 08 10% тт! 
(2) 计算 扭转 角 。 


ТІ _M.4_10X10°N +> mmX1lX10 mm 

















实心 轴 : 0. 90х107* 

实心 轴 ， ФСТ Gla 80х10"Рах 11.4810 аши 10:90010 rad 
РД А 

空心 轴 ， ТІ _M.!_ 10Xxl10N。mmXx1lXx1l10mm 6.55X10-srad 














Ф615 Gle 80X10 PaX19.08X10°mm' 
(3) 计算 两 轴 变 形 的 比值 ， 即 
Ф.10.9Х107: 
фі 6.55107" 
从 上 例 可 知 ， 把 轴 心 附近 的 材料 移 向 边缘 ,得 到 空心 轴 , 可 以 在 保持 重量 不 变 的 情况 
下 ,取得 较 大 的 I,， 亦 即 取 得 较 大 的 刚度 。 因 此 ， 若 保持 刚度 不 变 ， 则 空心 轴 比 实心 轴 少 
材料 ,重量 也 就 较 轻 。 所 以 ， 飞 机 、 轮 船 、 汽 车 的 某 些 轴 常 采用 空心 轴 ， 以 减轻 重量 ， 
车 床 主轴 采用 空心 轴 既 提高 了 强度 和 刚度 ， 又 便于 加 下 长 工件 。 当 然 ， 如 将 直径 较 小 的 长 
轴 加 工 成 空心 轴 ， 则 因 工 艺 复 杂 ， 反 而 增加 成 本 ,并 禾 经 济 ， 如 车 床 的 光 杆 一 般 应 采用 实 
心 铀 。 此 外 ， 空 心 轴 体 积 较 大 ， 在 机 器 中 要 占用 较 大 空间 ， 而 且 如 果 轴 壁 太 薄 ， 还 会 因 捏 
转 而 不 能 保持 稳定 性 。 
与 强度 条 件 类 似 ， 利 用 刚度 条 件 式 (3- 21) 可 对 轴 进 行 刚度 校 核 、 设 计 横 截面 尺寸 及 
确定 许可 载荷 等 方面 的 刚度 计算 。 
一 般 机 械 设 备 中 的 轴 ， 先 按 强度 条 件 确定 轴 的 尺寸 。 再 按 刚度 要 求 进行 刚度 校 核 。 精 
密 机 器 对 轴 的 刚度 要 求 很 高 往往 其 截面 尺寸 的 设计 是 由 刚度 条 件 控 Me 


M, 
制 的 。 
【例题 3.6】 已 知 传动 轴 所 受 外 力 偶 矩 M. 二 42kN + ш. С=80СРа, 


[т]=90МРа. > E] = 2*/m。 试 按 强度 条 件 和 刚度 条 件 确定 轴 的 
直径 。 шыма 


Ж. (1) 计算 扭矩 ， 即 


二 1. 66 


















































T==M.==12kN *т 
(2) 按 强度 条 件 确定 轴 的 直径 ， 由 т... р 


П 


16X |T | ma 77 БЕКЕ 





р> 








% 
1 0. 879т= 87. 9mm 


іт) хх90Х10°Ра 
(3) 按 刚 度 条 件 确定 轴 的 直径 .由 0 一 [Psxa80 及 n=, Яш 
1Tl。Xx180x32 _ 
р>] mm 一 81. 3mm 


综合 以 上 计算 结果 ， 取 р = 88тт, 
【例题 3.7】 已 知 传动 轴 直 径 d= 二 4. 5cm， 转 速 n 二 300r/min， 主 动 轮 A 的 输入 功率 Pa 二 
36.7kW， 三 个 从 动 轮 输出 功率 分 别 为 Ps = 14.7К%/, Р. = ПКМ, Р = ПКУ, С 
80GPa, [т]=40МРа. [0]=2°/т\. 试 校 核 轴 的 强度 和 刚度 。 
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т. (1) 计算 外 力 偶 矩 ， 即 
M.a =9549 Раптом т 


同 理 М.-468М т 
Мо--Мі-351М-т 


(2) 画 扭矩 图 ， 求 最 大 扭矩 ， 即 




















ВА В: Т, =—M.s = — 4683 • т 
ACR: T: =Ma —M.s =702N • m 468 
Ср  Т,-Мл,-Ма-Мо-351Мт (» 
[Tlm =702N * m 例题 3.7 图 
(3) 校 核 强度 ， 即 
г, = Nm з Уу ра —38, ВМРа<40МРа 
хо. 045)* т? 
16 

故 满足 强度 条 件 。 

(4) 校 核 刚度 ， 即 

б. ‚1803. 702N * m 5180. m=1. 23 °/m<2 °/т 

e УЛ охра хошы 7 
故 满足 刚度 条 件 。 
小 结 


本 章 主 要 研究 了 圆 轴 在 扭转 时 的 内 力 、 应 力 和 强度 计算 ,变形 和 刚度 计算 。 
1. 截面 法 可 求 指定 截面 的 扭矩 或 各 分 段 内 的 扭矩 ， 根据 各 有 段 的 扭矩 可 绘制 扭 














ж 
和 矩 图 。 
2. 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 切 应 力 的 计算 公式 和 横 截 面 间 相 对 扭转 角 的 计算 公式 是 通过 


几何 变形 关系 、 物 理 关 系 和 静 力 平衡 关系 三 个 方面 综合 分 析 得 到 的 。 
横 截面 上 的 切 应 力 沿 半径 成 线性 分 布 ， 在 圆心 处 切 应 力 为 零 ， 在 圆周 边缘 各 点 切 应 力 
最 大 。 任 意 一 点 的 切 应 力 及 最 大 切 应 力 分 别 由 式 (3-11)、 式 (3- 12) 给 出 。 
3. 受 扭 圆 轴 的 变形 可 由 单位 长 度 扭转 角 9 描述 ， 用 式 (3 - 15) 求 取 ; 也 可 用 两 个 横 截 
面 的 相对 扭转 角 o 描述 ,用 式 (3 -17) 一 式 (3- 20) 求 取 。 
4. 圆 轴 扭转 时 ， 强 度 条 件 式 (3 -13) 和 刚度 条 件 式 (3- 21) 必 须 同 时 满足 。 用 这 两 个 条 
件 可 以 进行 安全 校 核 、 设 计 截 面 和 确定 许 用 载荷 。 
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тесна 4 6 EE 


8 ж а 


3.1 国 轴 握 转 切 应 力 在 苓 面 上 是 怎样 分 布 的 ? 公式 = 一 了 2 的 应 用 条 件 是 什么 ? 
3.2 一 空心 贺 轴 的 外 径 为 D， 内 径 为 4， 问 其 极 惯性 矩 I, 和 抗 扭 截面 系数 W, 是 否 
可 按 下 式 计算 : 


хр* ла! nD’ та" 
32 32? М К Мн 16 16 

















为 什么 ? 
3.3 如 图 所 示 的 两 种 传动 轴 ， 试 问 哪 一 种 轮 的 布置 对 提高 轴 的 承载 力 有 利 ? 


”, ту то т, т, т, 
(а) (» 


思考 题 3.3 图 


3.4 为 推导 薄 壁 圆 简 和 一 般 圆 轴 切 应 力 公式 所 作 的 假定 有 何 区 别 ? 试 对 用 这 两 种 公 
式 求 取 的 薄 壁 圆 简 切 应 力 结果 作对 比分 析 。 

3.5 两 根 圆 轴 ， 一 根 为 钢 ” 另 一 根 为 铜 ， 直 径 相同 “长度 相 同 。 在 相同 扭矩 作用 下 ， 
两 根 轴 的 最 大 切 应力 是 否 相同 ?强度 是 否 相同 % 扭转 角 9 是否 相 同 ? 刚度 是 否 一 样 ? 

3.6 有 两 根 长 度 及 重 基 都 相同 ， 且 由 同一 林 料 制 成 的 圆 轴 ， 其 中 一 轴 是 空心 的 ， 内 
外 径 之 比值 =d/D 二 0.8， 另 一 轴 是 实心 的 直径 为 D。 试 间 : (1) 在 相同 许 用 应 力 情况 
下 ,空心 轴 和 实 必 轴 所 能 承受 的 扭矩 哪个 大 ? 求 出 扭矩 比值 。(2) 哪 根 轴 的 刚度 大 ? 求 出 
刚度 比值 。 

3.7 为 什么 减速 箱 传动 轴 的 直径 从 输入 到 输出 要 由 细 变 粗 ? 

3.8 7T 为 圆 截面 上 的 扭矩 ， 试 画 出 截面 上 与 工 对 应 的 切 应 力 分 布 图 。 


Т Т Т 
(а) ю ©) 
思考 题 3.8 图 


A 
Сж»--ж., 
3.1 作出 图 中 各 杆 的 扭矩 图 。 


32 设 圆 轴 横 截面 上 的 扭矩 为 了， 试 求 1/4 截面 上 内 力 系 的 合力 的 大 小 、 方 向 及 作 
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м, м, М, 3M, 10kN-m 20kN-m 
Мт 30kN-m 
@) b) (с) 
习题 3. 1 图 习题 3. 2 图 
3.3 外 径 为 120mm， 厚 度 为 5cm 的 薄 壁 圆 简 ， 受 T=4kN，m 的 扭矩 作用 ， 试 按 下 
列 两 种 方式 计算 切 应 力 : 


(1) 按 闭 口 注 壁 杆 件 钮 转 的 近似 理论 计算 。 

(2) 按 空心 圆 截面 杆 扭转 的 精确 理论 计算 。 

3.4 用 实验 方法 求 钢 的 剪 切 弹性 模 量 G 时 ， 其 装 管 示意 如 图 所 示 。 长 1 二 100mm、 
直径 d=10mm 的 圆 截面 钢 试 件 AB， 其 A WEE., BWAR ;二 80mm 的 杆 BC 与 截面 联 
成 整体 。 当 在 巨 点 加 扭转 力 偶 矩 M.= 15kN бш. WI BC 杆 的 顶点 C 的 位 移 A= 
求 : 

(1) WMR G. 

(2) 杆 内 的 最 大 切 应 力 гы. 

(3) 杆 表面 一 点 的 纵横 向 切 应 变 у. 

3.5 发 电量 为 1500kW 的 水 轮 发 电机 主轴 如 图 所 示 。DD==550mm，d 三 300mm， 正 常 
转速 n= 二 250r/min。 材 料 的 许 用 切 应 力 [J] 二 500MPa。 试 校 核 发 电机 主轴 的 强度 。 





1. 5mm, 





习题 3.4 图 习题 3.5 图 


3.6 长 度 为 2m 的 圆 轴 受 ВКМ + m 的 扭矩 作用 ， 若 圆 轴 材 料 的 (г1--60МРа. (01- 
3"/m，G 二 80GPa。 圆 轴 直 径 应 为 多 大 ? 
3.7 一 传动 轴 传 递 1000kW 的 功率 , FEE п = 90г/ тіп. Гг1--30МРа. [0]= 0. 25°%/т. 
G 二 80GPa。 试 设计 该 轴 的 直径 。 
3.8 如 图 所 示 的 阶梯 形 圆 轴 (d: =2d ,4 一) 左 端 固定 ， 在 右 端 加 一 外 力 偶 矩 M. 之 














后 ， 右 端 相 对 于 左 端的 扭转 角 为 多 大 (材料 的 剪 切 弹性 模 量 为 G)? 
3.9 阶梯 形 圆 轴 直 径 分 别 为 由 二 40mm，d; 二 70mm， 轴 上 装 有 三 个 带 轮 。 已 知 由 轮 
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3 输入 的 功率 为 30kW， 轮 1 输出 的 功率 为 13kW， 轴 做 匀速 转动 ， 转 速 = 200г/ тіп. М 
料 的 许 用 切 应 力 Гг|--60МРа. С=80СРа. 许可 扭转 角 [9 二 2”/m。 试 校 核 轴 的 强度 和 
刚度 。 




















习题 3. 8 图 习题 3.9 图 


3.10 传动 轴 的 转速 为 n= 二 500r/min， 主动 轮 1 输入 功率 为 500 马力 (1 马力 = 
735. 5W)， 从 动 轮 2、3 分 别 输 出 功率 200 马力 、300 马力 。 已 知 (г1--70МРа, [@]=1°/т. 
G=80GPa, 

(1) 分 别 确定 AB 段 的 直径 w 和 BC Ptt а 

(2) ## AB 和 BC 两 段 选 用 同一 直径 ， к 54е 

(3) 主动 轮 和 从 动 轮 应 如 何 安排 才 比 较 合理 

3.11 钻头 简化 成 直径 为 20mm шше РЕ, 在 头 部 受 集中 外 力 偶 М, 作用 ， 而 在 下 
部 一 段 上 作用 有 均 布 阻抗 扭转 外 力 偶 站 如 图 所 示 ， 许 用 切 应 力 为 [rz] 一 70MPa。 

(1) 求 许可 的 M.. 

(2) 车 G==80GPa， 求 上 :下 两 端的 相对 扭转 角 。 

3.12 ”如 图 所 示 圆 锥 形 轴 ; 准 度 很 小 ， 两 端 直径 分 别 为 d1、d,， 长 度 为 1， 试 求 在 外 
ЛБ М, 的 作用 下 。 轴 的 总 扭转 角 。 











м, 
200 
м, 
4-і 
т 100 б——{ 
500 400 
习题 3. 10 图 习题 3. 11 图 习题 3. 12 图 
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с=з ІШ 内 力 

教学 提示 : 发 生 弯曲 变形 的 杆 件 通常 称 为 梁 。 平 面 谊 曲 是 梁 各 类 弯曲 变形 中 最 基本 、 

最 常见 的 类 型 。 本 章 主要 针对 平面 谊 曲 ， 介 绍 梁 的 内 力 、- 内 力 的 计算 方法 和 内 力图 的 作 
法 ， 以 及 平面 刚 架 的 内 力图 的 作法 。 

教学 要 求 : 要 求 掌 握 梁 的 内 力 即 剪 力 和 谊 和 矩 的 概念 及 计算 方法 和 内 力图 的 作法 ; 理解 


前 力 、 弯 给 和 分 布 载荷 集 度 间 的 微分 关系 并 能 够 利用 该 关系 绘制 内 力图 ; МИЕТЕ 
mik. 


AiN 引 Ey 


工程 中 经 常 遇 到 如 图 44. (Ca) 所 示 的 桥 式 起 重 机 横梁 、 图 4.2(a) 所 示 的 火车 轮轴 、 
图 4. 3(a) 所 示 的 受气 流 作用 的 汽轮机 叶片 等 这 样 的 杆 件 。 作 用 在 这 些 杆 件 上 的 外 力 与 杆 的 








轴线 垂直 ， 使 杆 的 轴线 由 原来 的 直线 变 为 晶 线 ,这 种 变形 形式 称 为 弯曲 变形 。 弯 曲 是 杆 件 
基本 变形 形式 之 一 ， 以 弯曲 变形 为 主 的 杆 件 通常 称 为 梁 ， 轴 线 是 直线 的 称 为 直 梁 ， 轴 线 是 
线 的 称 为 曲 梁 ;作用 在 梁 上 并 与 梁 的 轴线 垂直 的 外 力 称 为 横向 力 。 
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2 b) 2 
图 4.1 图 4.2 


梁 是 工程 中 最 常见 的 构件 。 某 些 杆 件 ， 如 图 4. 4(a) 所 示 的 齿轮 传动 铀 ， 在 载荷 作用 下 





























不 但 发 生 弯曲 变形 ,还 会 发 生 压缩 等 其 他 形式 的 变形 。 当 讨论 其 弯曲 变形 时 ,仍然 把 它 作 


wo 弯曲 内 力 第 4 章 | 
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4.1.1 弯曲 变形 


工程 中 常用 的 梁 ， 其 横 截 面 大 多 具有 一 根 纵 向 对 称 轴 ， 对 全 梁 来 说 ， 则 具有 包含 轴线 
的 纵向 对 称 面 ， 如 图 4. 5 所 示 。 若 所 有 外 力 都 作用 在 此 纵向 对 称 面 内 ， 由 对 称 性 知道 ， 梁 
变形 后 轴线 形成 的 曲线 也 在 该 平面 内 ,这 样 的 弯曲 称 为 平面 弯曲 ,也 称 对 称 弯曲 。 











图 于 4 图 4.5 
有 对 称 平面 的 梁 称 为 对 称 梁 , 没有 对 称 平面 的 梁 称 为 非 对 称 梁 。 即 使 是 对 称 梁 ， 当 载 











街 作 用 在 对 称 平面 外 时 ， 其 变形 也 会 呈现 复杂 的 状态 。 本 章 仅 讨论 直 梁 的 平面 弯曲 问题 。 


梁 的 载荷 及 计算 简 图 


工程 中 梁 的 几何 形状 ,载荷 和 支 座 是 各 种 各 样 的 ， 必 须 做 一 些 简化 才能 得 出 计算 简 
图 。 图 4.1(b)、4.2(b)、4.3(b)、4.4(b) 所 示 分 别 是 桥 式 起 重 机 横梁 、 火 车 轮轴 、 汽 轮 
机 叶片 和 齿轮 传动 轴 的 计算 简 图 。 为 了 便于 分 析 ， 常 用 梁 的 轴线 来 表示 该 梁 。 下 面 就 载荷 
及 支 座 的 简化 分 别 进行 讨论 。 

1. 梁 的 载荷 与 支 座 反 力 


作用 在 梁 上 的 外 力 ， 包括 载荷 和 支 座 反 力 。 

1) 梁 的 载荷 

作用 在 梁 上 的 载荷 大 致 可 分 为 集中 力 、 集 中 力 偶 和 分 布 载荷 。 

(1) 集中 载荷 。 如 载荷 沿 梁 轴 的 分 布 长 度 远 小 于 梁 的 长 度 ， 可 以 将 载荷 简化 为 作用 了 
一 点 的 集中 载荷 (集中 力 ) 。 图 4. 1 所 示 中 起 重 机 对 横梁 的 压力 就 可 以 简化 为 集中 载荷 。 常 
单位 为 kN。 
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02) 分 布 载荷 。 图 4. 3(a) 所 示 的 汽轮机 叶片 ， 工 作 时 气流 对 叶片 的 作用 力 沿 叶片 的 长 
度 连续 分 布 ， 可 以 简化 为 分 布 载荷 。 分 布 载荷 的 大 小 可 用 单位 长 度 上 的 载荷 ， 即 载荷 集 度 
da(z) 来 表示 。 其 常用 单位 为 NMm kN/m, 

分 布 载荷 按 其 在 分 布 长 度 内 g(z) 是 否 为 常量 ， 可 分 为 均 布 载荷 和 非 均 布 载荷 ， 图 4. 1 
所 示 中 的 起 重 机 横梁 的 自身 重量 可 以 简化 为 均 布 载荷 。 

O 集中 力 偶 。 在 梁 的 轴线 上 某 处 有 矢量 垂直 于 轴线 的 力 偶 作 用 ， 该 力 偶 称 为 集中 力 
偶 ， 如 图 4. 4(a) 所 示 ， 作 用 在 齿轮 上 的 轴 向 传动 力 下 ， 引 起 轴 的 弯曲 变形 。 在 计算 轴 的 变 
形 时 ,将 力 下 向 轴线 简化 ,在 轴 上 除了 受到 轴 向 外 力 下 外 ,还 有 一 个 矢量 垂直 于 轴线 的 


外 力 偶 м-ЕР [ 见 图 4. 4(b)]， 该 力 偶 即 为 集中 力 偶 。 其 常用 单位 为 kN m, 


2) 梁 的 支 座 

梁 的 支 座 按照 约束 效应 的 不 同 可 以 简化 成 多 种 形式 ， 常 见 的 有 以 下 三 种 。 

(1) 活动 匀 支 座 。 如 梁 在 支 座 处 沿 垂直 于 支承 面 的 方向 不 能 移动 ， 可 在 平行 于 支承 面 的 
方向 移动 和 转动 ， 相 应 的 仅 有 一 个 垂直 于 支承 面 方向 的 支 座 反 力 Fae WE 4.6(a) 所 示 。 图 
4.4 所 示 的 齿轮 传动 轴 左 端的 轴承 允许 有 微小 的 水 平移 动 和 转动 ， 可 以 简化 为 活动 匀 支 座 。 
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(2) 固定 匀 支 座 。 如 梁 在 支 座 处 只 能 转动 ， 而 不 能 沿 任何 方向 移动 ， 相 应 的 支 座 反 力 
有 沿 着 梁 轴 线 方向 的 反 力 Fa 和 垂直 于 轴线 方向 的 反 力 Fw 来 表示 ， 如 图 4. 6(b) 所 示 。 

(3) 固定 端 。 这 种 支 座 既 限制 任何 方向 的 移动 ， 又 不 允许 转动 ， 在 图 示 平 面 内 相应 的 支 
座 反 力 有 三 个 分 量 ， 沿 着 染 轴线 方向 的 反 力 Fu 、 垂 直 于 轴线 方向 的 反 力 Fw MEJ Mas 
如 图 4.6(e) 所 示 。 图 1. 3 所 示 的 汽轮机 叶片 的 根部 可 以 看 作 固定 端 。 

对 工程 实际 中 梁 的 支承 进行 简化 时 ， 通 常 需要 根据 每 个 支承 对 梁 的 约束 能 力 来 判定 该 
支承 接近 于 哪 一 种 理想 支 座 。 图 4.1 所 示 的 桥 式 起 重 机 横 粱 ， 靠 西端 的 轮子 支持 在 钢轨 
上 ,由 于 车 轮 和 轨道 间 存 在 着 微小 的 间 阶 等 原因 ， 梁 端面 允许 做 微小 转动 ， 如 梁 左 端 车 轮 
凸 缘 与 轨道 接触 ， 限 制 了 左 端的 水 平 位 移 ， 而 另 一 端 不 受 水 平方 向 的 约束 ， 可 将 梁 简化 为 
右 端 是 活动 包 支 座 和 左 端 是 固定 铵 支 座 。 

2 梁 的 分 类 及 计算 简 图 

通常 我 们 用 梁 的 轴线 代替 粱 ， 将 载荷 和 支 座 加 到 轴线 上 就 构成 了 梁 的 计算 简 国 。 

计算 简 图 确定 后 ， 根 据 不 同 的 支承 方式 ， 可 对 梁 进 行 如 下 分 类 ， Ж, ШЖ, Ж 
伸 染 、 国 定 染 、 连 续 染 、 半 固定 染 。 表 4.1 列 出 了 各 类 梁 的 计算 简 图 及 支 反 力 数 。 












































жал 梁 按 支承 方式 的 分 类 





梁 的 名 称 计算 简 图 支 反 力 数 | 梁 的 名 称 计算 简 图 支 反 力 数 
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EWR - 3 固定 梁 ——— 6 
A 





简 支 梁 > Еа 3 连续 梁 5 
А А А А 2 22 





% 
外 伸 梁 раң Н 3 жін 和 4 























在 表 4. 1 所 列 的 各 梁 中 ,前 三 种 梁 的 支 反 力 数 与 平衡 方程 数 一 致 ， 解 这 些 方程 就 可 以 
求 得 支 座 反 力 ， 这 样 的 梁 称 为 静 定 染 。 后 三 种 梁 的 支 反 访 数 多 于 平衡 方程 数 ， 称 为 超 静 


4.2 лч 





为 了 计算 梁 的 应 力 和 变形 ， 必 须 先 确 定 梁 横 截 面 上 的 内 力 。 根 据 平衡 条 件 ， 先 求 得 静 
定 梁 在 载荷 作用 下 的 支 座 反 力 \ ,于 是 作用 在 梁 上 的 外 力 都 是 已 知 的 ， 就 可 以 用 截面 法 来 
研究 各 横 和 截面 上 的 内 力 。 

设 有 一 简 支 梁 AB, 受 集中 力 Fi, Р. W FER 如 图 4.7(a) 所 示 。 先 求 出 支 座 反 力 
ЕЖЕ. РИА 端 z 处 横 截 面 上 的 内 力 ,， 用 截面 法 在 横 截 面 mw 一 m 处 将 梁 截 成 两 
部 分 ， 并 取 左 边 部 分 来 研究 ， 如 图 4. 7(b) 所 示 。 





图 4.7 


由 于 作用 在 左 段 上 的 外 力 和 内 力 应 使 该 段 粱 平衡， 可见 ， 在 横 截 面 m 一 mx 上 的 非 零 内 
力 分 量 只 有 剪 力 Fs( 与 横 截 面相 切 的 内 力 分 量 ) 和 弯 和 矩 M( 与 梁 的 轴线 共 面 或 其 矢量 与 截面 
相 切 的 内 力 偶 和 矩 ) 。 
根据 左 段 梁 的 平衡 条 件 ， 由 汪 F, =0, 44 
Е —Fi—Fs=0 





由 Mc 二 0, 得 
М--Е.(«-а)-Е,л-0 
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Ме 中 的 下 角 标 C ВИТ т-т 的 形 心 。 从 以 上 可 解 得 
Е-ңЕ,-Е 
М-Еқа-Е(а-а) 

由 以 上 两 式 可 见 : 99277 Fs 在 数值 上 ， 等 于 截面 m 一 m 以 左 所 有 外 力 在 梁 轴 线 的 垂直 
RO 轴 ) 上 投影 的 代数 和 ;， 弯 和 矩 在 数值 上 ， 等 于 截面 m 一 m 以 左 所 有 外 力 和 外 力 偶 对 截面 
形 心 的 力矩 的 代数 和 。 所 以 ，Fs 和 М 可 用 截面 m 一 m 左 侧 的 外 力 来 计算 。 

如 取 右 段 作 研究 对 象 ， 如 图 4.7(c) 所 示 ， 用 同样 的 方法 也 可 以 求 得 截面 mw 一 m 上 的 
Ез MM. ЁН. Fs 在 数值 上 等 于 截面 m 一 m 以 右 所 有 外 力 在 梁 轴 垂直 线 上 投影 的 代数 和 ; 
М 在 数值 上 等 于 截面 六 一 以 右 所 有 外 力 和 外 力 偶 对 截面 形 心力 矩 的 代数 和 。 剪 力 和 弯 矩 
是 左 段 和 右 段 之 间 在 截面 mm 一 上 相互 作用 的 内 力 ， 所 以 右 段 作用 于 左 段 的 剪 力 和 弯 矩 。 
必然 在 数值 上 等 于 左 段 作用 于 右 段 的 剪 力 和 弯 矩 ， 但 方向 相反 。 

为 了 使 由 上 面 的 两 种 算法 得 到 的 同一 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 不 但 在 数值 上 相同 ， 而 且 正 
负 号 也 一 致 ， 必 须 恰 当地 规定 内 力 的 正 负 号 。 剪 力 的 正 负 号 可 以 按 切 应 力 的 正 负 号 来 确 
定 。 即 梁 截 面 上 的 剪 力 对 梁 段 内 任 一 点 的 力矩 为 顺 时 针 转 向 时 ， 该 剪 力 为 正 ; 反之 为 负 。 
弯 矩 正 负 号 的 规定 为 ,在 截面 处 取 一 微 段 ， 使 该 微 眉 梁 弯 曲 呈 止 形 ( 即 梁 的 下 侧 受 拉 ) 时 的 
GEJE, RLAR. DIMEER GENK 4.2 所 示 。 

表 4. 2“ 梁 的 变形 及 内 力 的 符号 






































变形 形态 
符 号 
Е.М Fs OM 引起 的 变形 
жга Ке ші 
WJ Fs 
221 一 | алы 
git, E ngle (Fs <0) 
та CC мбсст)м омо 
n 
С м(<7ум (M<0) 








根据 表 4. 2 中 的 符号 规定 , 无 论 考 虑 假想 截面 的 左右 哪 一 部 分 , 得 到 的 结论 是 一 
致 的 。 
【例题 4.1】 外 伸 梁 САВ 如 图 所 示 。 已 知 均 布 载荷 q=10kN/m, IE 1 二 4m, WR AR 
面 左 、 右 两 侧 1 一 1 和 2 一 2 тат 09921412. 

解 : (1) 求 梁 的 支 座 反 力 。 

以 САВ 梁 为 研究 对 象 ， 其 A、B 支 座 的 
反 力 分 别 为 Fh, 和 下 s,， 画 受 力 图 并 列 出 平衡 
С 方程 ， 即 






В 








ХОМ,-о. Fal+g* 1 41-9 






解 得 支 座 反 力 为 
Fy = би, Еһ, == 4и 


式 中 ，Fs, 为 负 值 ， 说 明 图 中 Fs, 力 的 实际 方向 与 假设 方向 相反 ， 应 向 下 。 

(2) 求 梁 的 内 力 。 

先 计 算 剪 力 Fs。 若 取 截 面 左 侧 外 力 来 计算 ,截面 上 的 剪 力 等 于 截面 左 侧 外 力 在 梁 的 
轴线 垂直 方向 上 投影 的 代数 和 。 截 面 1 一 1 左 侧 只 有 均 布 载荷 ga， 且 相 对 于 截面 1 一 1 的 形 
心 道 时 针 转 动 ， 故 引起 负 的 剪 力 ， 所 以 可 得 1 一 1 截面 的 剪 力 为 





1--1 <10kN/mX4m 一 一 20KN 
截面 2 一 2 左 侧 外 力 除 有 均 布 载荷 g， 还 有 支 座 反 力 FA ，FA 相 对 于 截面 2 一 2 的 形 心 顺 时 
针 转 动 , 引起 正 的 前 力 。2 一 2 截面 的 剪 力 为 


Fs =—g°* 


Fe 一 号 0 一 9 去 一 二 9 一 去 XQokNymxd4m 一 5kN 
再 计算 弯 矩 M。 

若 取 截 面 右 侧 的 外 力 来 计算 ， 截面 土 的 弯 和 矩 等 于 截面 右 侧 所 有 外 力 对 截面 形 心力 和 矩 的 
代数 和 。 截 面 1 一 1 和 截面 2 一 2 右 侧 都 只 有 支 座 反 力 Fs 对 A 点 的 矩 ， 绕 A 点 顺 时 针 转 
向 ， 引 起 负 的 弯 矩 ， 这 两 个 截面 上 的 弯 和 矩 相 同 ， 即 

М-М,--Е,й gat = i X10kÑ/mX4 m? =—20kN + m 











A REAGE A fi ТАЙЛЕР h Ht ЕТЕ ЖИИ НЕ) |с. 
з %7 
43 йллєв=е ле, улау 


若 沿 梁 的 轴线 方向 取 坐 标 x Ж Е ТАТ EE» 

则 梁 的 各 横 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 可 写成 坐标 т 的 
函数 为 

Fs=Fs(zx) 

жни» 
Ж |ЖЖ ЖЭЭК у 8] 71 7 ## ПЕ т. ИЯ 
轴 代 表 内 力 大 小 (规定 向 上 为 正 )， 横 轴 为 轴线 方 
向 ， 按 上 述 关 系 式 做 出 的 函数 曲线 称 为 前 力图 和 
弯 和 矩 图 。 按 此 约定 ， 弯 和 矩 图 将 画 在 梁 的 受 压 侧 。 
下 面 用 例题 说 明 剪 力图 和 弯 乍 图 的 作法 。 
【例题 4.2】 图 (a) 所 示 的 简 支 梁 受 均 布 裁 荷 g 作 
， 画 出 该 梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 图 。 

Ж. 该 梁 的 支 座 反 力 为 
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\ 材料 力学 seeeess==c 


A 
Е,-Еһ--у«! 
剪 力 方程 与 弯 矩 方程 为 
RsCD) 一 二 一 (0<х</) (а) 
ШЕК! 1 2 
М(х) = 9411—7947 OK<!) (b) 





式 (a) 说 明 前 力图 是 一 条 斜 直线 ， 且 在 r=0 Ж. Fs=ql1/2; Æ x=l 4b, Fs =—ql/2. 
连接 这 两 个 坐标 点 作出 Fs 图 ， 如 图 (b) 所 示 。 

式 (b) 说 明 弯 矩 图 是 z 的 二 次 抛物 线 。 由 式 (b) 可 求 出 M(xz) 的 一 些 对 应 值 如 下 表 ， 连 
接 这 些 坐标 点 ， 即 可 做 出 弯 和 矩 图 ， 如 图 (c) 所 示 。 由 图 可 见 ， 最 大 剪 力 发 生 在 支 座 截面 处 ， 
-а/2; 最 大 弯 矩 发 生 在 中 央 截 面 处， 其 值 Mi 二 gl3/8， 注 意 到 该 处 的 前 




















例题 4.2 表 








【例题 4.3】 图 (a) 所 示 简 支 梁 AB 的 C 点 处 作用 一 
集中 力 ,作出 该 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 
解 : 求 出 支 座 反 力 


Fu, po 

ВЕУ Ну 27. ЖЖ. B 

АСВ: Е; (1) = ЕБ (0<л,<а) (а) 
M(xr1)=Fbri/l (0а Ka) (b) 

CB В. Fs(x;)=—Fa/l (а<л</) (с) 


Мї‹(х,)=Еа(1—х,)/1 (а<х,<!) (d) 
由 式 (a) 、 式 (c) 可 知 ， 剪 力图 在 АС 段 为 正 的 水 平 


ү АМ 直线 . 在 CB 段 为 负 的 水 平 直 线 ， 如 图 (b) 所 示 。 
Нақа, ROTA, НЕ ЕН УІН ЕН. 
线 ， 如 图 (c) 所 示 。 
© ы 由 图 (b)、 图 (c) 可 知 ， 在 集中 力作 用 的 截面 ， 
剪 力 图 发 生 突变 ， 弯 矩 图 发 生 转 折 ， 其 突变 值 等 于 
集中 力 的 大 小 ， 突 变 方向 沿 集中 力作 用 的 方向 。 
【例题 4.4】 图 (a) 所 示 简 支 梁 AB 的 C 点 处 作用 一 集中 力 偶 M.， 作 该 梁 的 剪 力图 和 弯 
HE. 
Ж. 求 出 支 座 反 力 ， 即 























例题 4.3 图 








分 段 列 出 剪 力 、 弯 和 矩 方程 ， 即 
160 


АСЕ. Е;(21)=М./1 (0<х,<а) (а) 
Мї(ху)=М,„х\/1 (0<лу<а) (b) 

CB . Fs(x:)=M./l (а<х,.<1) (с) 
М(25) = —М,01—2:)/1 (аа <) (d) 





由 式 (a)、 式 (c) 可 知 ， 两 段 梁 的 剪 力 相等 ,其 剪 力 图 均 为 正 的 水 平 线 ， 如 图 (b) 所 示 。 
由 式 (b)、 式 (d) 可 知 ， 两 段 梁 的 弯 矩 图 均 为 斜 直线 ， 如 图 (c) 所 示 。 

由 图 (c) 可 知 ， 在 集中 力 偶 作 用 的 截面 ， 弯 矩 图 发 生 突变 ， 其 突变 值 为 集中 力 偶 的 
大 小 。 

【例题 4. 5] 图 (a) 所 示 的 简 支 梁 АВ 上 承受 线性 变化 的 分 布 载荷 ， 载 荷 集 度 的 最 大 值 
为 g,， 作 此 梁 的 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 。 

解 : 首先 求 支 座 反 力 。 用 等 效 集中 力 代 替 分 布 载荷 ， 再 利用 力矩 的 平衡 方程 可 得 

















С 截面 分 布 载荷 集 度 为 qvz/，AC 段 分 布 载荷 的 等 效力 为 gox*/21， 该 等 效 集中 力 的 
作用 点 距 С 截面 为 xz/3， 所 以 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 为 





Fso = Fay Er E Adr) (0<x<1) (а) 
Мо) Ема NN g laa’) (0а) а» 

















! аат) 43 
(©) х 
例题 4.4 图 例题 4.5 图 
由 式 (a) 可 知 ， 剪 力图 为 二 次 抛物 线 ， 且 有 
ва, Б, Fs|, wa=0 
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材料 力学 ummse==== 


由 以 上 三 个 剪 力 值 可 作出 前 力图 的 大 致 形状 ,如 图 (b) 所 示 。 
由 式 (b) 可 知 ， 弯 和 矩 图 为 三 次 抛物 线 ， 且 有 


«Ё 
МІ,-а-0. МІ,--0. М. “| 


由 以 上 三 个 弯 和 矩 值 可 作出 弯 矩 图 的 大 致 形状 ， 如 图 (c) 所 示 。 


44 前 力 、 弯 矩 和 分 布 载荷 集 度 间 的 微分 关系 


微分 关系 与 图 形 关系 


从 上 节 的 例题 可 以 看 到 : WIAR EHRE E. BEHEER: 而 在 剪 力 为 斜 直线 
的 梁 段 上 ， 弯 和 矩 为 二 次 曲线 。 


1， 分 布 载荷 作用 的 区 段 


图 4.8(a) 所 示 代 表 一 根 有 分 布 载荷 作用 的 粱 ~ 以 梁 的 左 端 为 坐标 原点 选取 x 轴 向 右 为 
E. y 轴 向 上 为 正 的 右手 坐标 系 。 梁 上 分 布 载荷 的 集 度 qd(x) 是 工 的 连续 函数 ， 规 定 其 指向 
上 方 (与 图 4. 8 у 轴 正 向 一 致 ;时 为 正 v 友之 为 负 。 











图 4.8 


坐标 为 和 z 十 dz 的 两 个 相 邻 横 截 面 从 梁 中 取出 长 为 dz 的 一 段 ， 并 将 其 放大 为 

图 4. 8(b) 。 在 坐标 为 zx 的 横 截 面 上 ， 剪 力 和 弯 矩 分 别 为 FsCz) 和 Ma); 在 坐标 为 x 十 

dz 的 横 截 面 上 ， 则 分 别 为 Fs(z) 十 dFs(x) 和 M(xz) 十 dM(x)。 设 以 上 内 力 均 为 正 值 ,， 且 

在 dz 这 一 段 内 没有 集中 力 和 集中 力 偶 。 由 于 梁 处 于 平衡 状态 ， 故 截 出 的 一 段 也 处 于 平 
这 样 ， 根 据 平衡 条 件 沁 F, 二 0， 得 
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Fs(z) 一 [Fs(z) 十 dFs(Cz)] 十 dgCz)dz 一 0 











由 此 导出 «Еа» ш) 4-р 
НЕУМ. =0. 得 
一 M(z) 十 LM(Gz) 十 dM(z)] 一 Fs(z)dz 一 qg(Cz)。dz。 一 0 
略 去 二 阶 微量 w(z)。dz， 坚 ， 可 得 到 
Ma Fia) 4-2) 
如 对 式 (4-2) 关 于 工 求 导 数 ， 并 利用 式 (4- 1)， 可 得 到 
сс BOn ТЕ 


式 (4-1)、 式 (4-2)、 式 (4-3) 就 是 载荷 集 度 、 剪 为 和 弯 矩 间 的 导数 关系 。 但 必须 注意 这 
三 个 式 子 仅 适 用 于 图 4. 8 中 的 坐标 系 。 

由 上 面 的 导数 关系 ， 可 以 得 出 下 面 二 些 推论 ， 这 些 推论 对 正确 画 出 或 校 核 剪 力图 和 这 
和 矩 图 是 很 有 帮助 的 。 

(1) 在 无 分 布 载荷 作用 的 梁 段 内 %、 B a(x) 二 0， 由 式 M4 兰 3) 可知 ， 在 这 一 段 内 Fs(x) 为 常 
数 ， 剪 力图 必然 是 平行 于 x 轴 的 直线 。M(z) 是 z 的 二 次 函数 ， 弯 和 矩 图 为 斜率 等 于 F(x) 的 


直线 。 
(2) 在 均 布 载 答 作 用 的 梁 段 内 ，q(z) 为 常数 六 М МОО АСО о. ERA 
Ез (2) r 的 二 次 函数 ，M(Cz) 是 z 的 二 次 函数 。 所 以 前 力图 是 斜率 为 4 HER, SEAE 


二 次 曲线 。 
在 梁 的 某 一 段 内 ， 均 布 载荷 ramka, МСО оо, де ВА 


(x) 图 斜 向 右上 方 ，M (x) 图 为 下 目的 曲线 ; 反之 ， иы (x) 图 斜 向 右 下 

方 ，M(x) 图 为 上 凸 的 曲线 。 
(3) 在 分 布 载荷 g(x) 是 x 的 线性 函数 作用 的 梁 段 内 ， 由 式 (4 -2) 可 知 ， 在 这 一 段 内 

Fs(z) 是 zx 的 二 次 函数 ;由 式 (4-3) 可 知 , 在 这 一 段 内 M(xz) 是 zx 的 三 次 函数 。 


а) 如 梁 的 某 一 截面 上 FACz) 一 0， 即 电 人 2 一 0， 该 截面 上 的 这 矩 有 极 值 。 

















2. 集中 力作 用 处 
在 梁 上 集中 力作 用 处 ，A 点 左边 和 右边 各 取 一 截面 ， 从 梁 中 取出 长 为 dz 的 一 段 ， 并 
将 其 放大 为 图 4. 8(c)。 在 梁 段 左 截面 上 有 剪 力 Е.Я М; 右 截面 上 分 别 为 Fs 和 М,. 
设 以 上 内 力 都 是 正 的 ， 且 在 dz 这 一 段 内 没有 集中 力 偶 。 由 该 微 段 平衡 条 件 之 F,=0， 得 
Fs+F—Fs=0 
由 此 导出 Fs —Fs=F (4-4) 
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再 由 平衡 条 件 半 Mc 二 0， 得 
М-М-к.4з-ЕШ-о 
略 去 微量 Fsdz ЖІҒаг/2. 8 
M=M (4-5) 

式 (4 -4)、 式 (4 -5) 表 示 ， 在 集中 力作 用 处 剪 力 图 发 生 突变 ， 右 截面 剪 力 与 左 截面 剪 
力 之 差 等 于 外 力 下 。 当 下 向 上 时 ， 剪 力 Fs 从 左 向 右 突然 向 上 增加 ; 反之 ,当下 向 下 时 ， 
DH Fs 从 左 向 右 突 然 向 下 减少 。 弯 和 矩 图 数值 无 变化 ， 只 是 斜率 发 生 突变 ， 出 现 一 个 转 
折 点 。 

3. 集中 力 偶 作 用 处 

在 梁 上 集中 力 偶 М. 作用 处 B 点 左边 和 右边 各 取 一 截面 ， 从 深 中 取出 长 为 dz 的 一 段 ， 
并 将 其 放大 为 图 4. 8(d) 。 在 梁 段 左 截面 上 有 剪 力 Fo MEE М. (ЕЛІ: 右 截 面 上 分 别 为 Fs 
ЖМ. 。 设 以 上 各 内 力 都 是 正 的 ， 且 在 dz 这 一 段 内 没有 集中 办 。 对 该 微 段 写 出 平衡 条 件 
ХЕ,-о. 得 











Еһ — Fs = 
即 
БозҒа (4-6) 
НЕКИЕ УМ. =0, 8 
М,-М,--М,-0 
由 此 导出 М,-М,---М; (4-7) 
式 (4 -6) 和 式 (4 - 7) 表明， 在 集中 力 偶 ММЕН, HJARRES, ЧЕНЖЯжЖ 
变 ， 右 截面 弯 和 矩 和 左 截面 弯 矩 之 差 ， 在 数值 上 等 于 外 力 偶 M,。 当 М, йн Н щн}. 25 
Ж M 从 左 至 右 突 然 向 下 减少 ; Б. ОЧМ, ИНЕ Н рН}. н M 从 左 至 右 突 然 向 上 
增加 。 
利用 微分 关系 式 (4 -2) 和 式 (4-3)， 经 过 积分 得 


Esla) =Fs (Dt |" dz)dz (4-8) 
гі 


M) =Ma) |” FsCz)dz (5-9) 
ғ 


称 为 载荷 集 度 qg), HH FsCz) 和 弯 和 矩 MCz) 间 的 积分 关系 。 利 用 积分 关系 ,在 已 知 
дл И Е СаО МС Ор, ЈА ЯЕ ВЕ gCz) 和 剪 力 Fs(Cz) 进 行 积分 ， 即 可 求 出 
ж-е 截面 的 前 力 Fs(Cz: ) 和 弯 和 矩 M(xs)。 这 种 积分 在 数值 上 分 别 等 于 两 截面 间 分 布 载荷 图 
和 前 力图 的 面积 。 积 分 关系 对 内 力图 的 绘制 与 校 核 也 是 十 分 有 用 的 。 

利用 以 上 规律 可 以 快 而 准确 地 绘 出 剪 力 图 与 弯 矩 图 ， 称 为 简易 作 图 法 。 一 般 步 
Жол: 

(1) 求 支 座 反 力 ; 

D 计算 控制 截面 (包括 内 力 方 程 分 段 时 ， 每 段 梁 两 端的 截面 、 内 力 取 极 值 的 截面 ) 上 
的 前 力 或 弯 矩 ， 并 在 相应 的 内 力 -截面 位 置 坐标 系 (Fs -z、M-z) 中 画 出 相应 的 点 ， 

(3) 根据 微分 关系 ,判断 每 段 前 力图 和 弯 矩 图 的 曲线 形状 ， 描 点 作 图 。 


(4) 标注 控制 截面 的 内 力 值 、 正 负 号 ， 画 

阴影 线 。 
【例题 4.6】 外 伸 梁 AB 承受 载荷 如 图 Ca) 所 
示 ， 绘 出 该 梁 的 剪 力图 与 弯 矩 图 。 
Ж. 首先 求 支 座 反 力 为 
Е,,-7.2ЕМ, Fs,=3.8kN 
按照 外 力 ， 全 梁 需 分 三 段 作 图 。 

O 判断 各 段 剪 力图 、 弯 和 矩 图 形状 。CA 
段 和 DB В. q=0, Fs 图 为 水 平 线 ，M 图 为 
RER., AD В: а 为 小 于 零 的 常数 ，Fs 图 为 
和 斜 直线 ，M 图 为 凸 形 抛物 线 。 

(2) 分 段 描 点 作 Fs 图 ， 需 计算 如 下 六 个 
点 的 Fs 值 ， 即 

Еу =—F=—3kN 








Fs =r f” d(z)dz 一 一 3kN 


Fa 一 Fe 十 Fuw 一 4 2kN 





Fa = Ез»; = Ёз + f q(x)dr=— 388KN 
Fs =Fs+0=—3. 8kN 


用 直线 连接 各 点 即 得 Fs 图， 如 图 (b) 所 示 。 并 决定 Fs 二 0 的 点 的 坐标 : ze 一 3. 1m。 
G) 分 段 描 点 作 -M 图 ， 需 计算 如 下 六 个 点 的 MM E 
М,-0 


M: =M, =M, + Г Fs(r)dr=[0+(—3X1)]kN + m=—3kN + m 
Si; 
M:=M;+ И Fs(z)dz 一 (一 3 十 4.2X2.1/2)kKN。m 一 1.41kN * m 


М,=МЕ+ Г Fs(Cz)dz 一 (1.41 一 3.8X1.9/2)kKN * m=—2. 2kN + m 
ЗЕ 


М; =М,+М, = (—2. 2+6)“ • т=3. 8КМ • m 





M, 一 M: 十 | Fs(z)dz 一 (3.8 一 3.8X1)kN + m=0kN * m 


BAMSER 


当 载 荷 作用 下 梁 的 变形 很 小 时 ， 其 跨度 的 改变 可 以 忽略 不 计 。 当 梁 上 有 几 个 载荷 共同 
作用 时 ， 由 每 一 个 载荷 所 引起 的 粱 的 反 力 、 剪 力 和 弯 矩 将 不 受 其 他 载荷 的 影响 。 这 时 ,各 
个 载荷 与 它 所 引起 的 内 力 成 线性 齐 次 函数 ， 计 算 弯 矩 时 就 可 以 应 用 肚 加 法 。 

全 加 原理 在 材料 力学 中 应 用 很 广 。 应 用 县 加 原理 的 一 般 条 件 为 ， 当 效果 和 各 影响 因素 之 
间 成 线性 齐 次 关系 时 ， 诸 多 因素 共同 引起 的 总 效果 ， 等 于 各 个 因素 单独 引起 的 效果 的 总 和 。 
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根据 到 加 原理 ， 剪 力图 也 可 用 释 加 法 画 出 ， 但 由 于 直接 画 前 力图 比较 简单 ， 
并 不 方便 ， 通 常 只 应 用 和 至 加 原理 画 弯 矩 图 。 


























现 通过 具体 例子 说 明 用 春 加 法 作 弯 和 矩 图 的 原理 。 如 图 4.9(a) 所 示 的 梁 ， 旧 
EM, =0 和 Ms 二 0， 可 得 支 座 反 力 ， 即 


АВ 段 内 的 弯 和 矩 方程 为 


l.s Ma M, 
Fw 一 也 qi 十 -于 一 
1 , М.М, 
Раат 








М(х) =Елх —Ma Lg (Fat м4), М. 











92/8 














И ЖОШ 


日 平衡 条 件 
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在 上 式 右 端 ， 第 一 个 括号 内 的 值 代表 均 布 载荷 4 单独 作用 时 ， 该 截面 上 的 弯 矩 ;第 二 个 括 
号 内 的 值 代表 集中 力 偶 M. 单 独 作用 时 ,该 截面 上 的 弯 矩 ， 第 三 项 代表 集中 力 偶 Ms 单独 
作用 时 ， 该 截面 上 的 弯 和 矩 。 由 此 可 得 ， 梁 在 几 个 载荷 共同 作用 下 的 弯 和 矩 值 ， 等 于 各 载荷 单 
独 作 用 下 弯 和 矩 的 代数 和 ， 此 即 弯 和 矩 的 又 加 原理 。 图 4. 9(b)、(c) 分 别 代表 单独 作用 а 和 单 
IEM Ma, М. В аў, K 4. 9(e) 是 代表 看 加 后 的 弯 算 图 。 
【例题 4.7】 一 悬臂 梁 如 图 (a) 所 示 , 设 下 二 3gl/8， 用 县 加 法 作 此 梁 的 弯 和 矩 图 。 

解 : 先 分 别 作 出 只 有 集中 载荷 和 只 有 均 布 载荷 g 作用 时 梁 的 弯 矩 图 ， 如 图 (b)、(c) 
所 示 。 再 将 两 图 至 加 ， 由 于 两 图 中 的 弯 矩 正 、 负 号 不 同 ， 将 两 图 的 弯 矩 在 横 坐 标 轴 的 同一 
方 (下 方 ) 倒 加。 重 肥 的 部 分 表示 其 值 相互 抵消 ， 留 下 部 分 的 纵 坐标 代表 各 载荷 共同 作 
时 ， 梁 各 对 应 截面 上 的 弯 矩 ， 如 图 Cd) 所 示 。 为 便于 比较 各 纵 坐 标 值 的 大 小 ， 也 可 以 以 图 
(b) 中 的 斜 线 为 基线 ,将 弯 和 矩 图 有 秋 加 为 图 (e) 所 示 的 形状 。 在 这 一 到 加 过 程 中 ,虽然 图 (c) 
所 示 弯 矩 图 的 几何 形状 有 所 变化 ， 但 对 应 于 横 坐 标 各 点 处 的 纵 坐 标 并 无 变化 ， 所 以 不 影响 
ӘЛЕ 

利用 县 加 法 作 弯 和 矩 图 在 能 量 法 求 变 形 的 计算 中 ,， 有 着 更 大 的 优越 性 。 

























































































4.5 平面 刚 架 的 内 力图 


工程 中 某 些 机 器 的 机 身 或 机 架 的 轴线 是 由 几 有 段 直线 组 成 的 折线 ， 如 液压 机 机 身 ， 钻 床 
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床 架 ， 轧 钢 机 机 架 等 。 这 种 机 架 的 两 个 组 成 部 分 在 其 连接 处 ， 受 力 前 后 夹 角 不 变 ， 即 两 部 
分 在 连接 处 受 力 前 后 不 能 相对 转动 这 个 连接 处 称 为 刚 节点 。 刚 节点 处 的 内 力 除 剪 力 和 轴 
力 外 ， 还 有 弯 和 矩 。 有 刚 节 点 的 框架 称 为 刚 架 。 凡 未 知 反 力 和 内 力 能 巾 静 力 平衡 条 件 确定 的 
刚 架 称 为 静 定 刚 架 。 

刚 架 横 截 面 上 的 轴 力 和 剪 力 ， 其 正 、 负 号 的 规定 同 直 杆 。 而 在 画 刚 架 索 和 矩 图 时 ， 规 定 
把 弯 矩 图 画 在 弯曲 变形 凹 入 的 一 侧 ， 即 画 在 杆 件 受 压 的 一 侧 。 
【例题 4. 8】 试 画 出 图 (a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 








ІНШІ 





Ад 
Fa 
(a) (b) 
qan an 
ма 及 图 
(с) (4) 
例题 4.8 图 


Ж. 由 刚 架 的 平衡 条 件 可 得 支 座 反 力 为 





1 1 
Fi:=—ga, Fa тай. Ес, = 4а 


在 BC 段 内 将 坐标 原点 取 在 C 点 ， 任 意 截 面 上 的 内 力 为 
Fy(x)=0 (0<х<а) 


F(x)=—F.., 一 一 二 oa (0<.<а) 
M)=For = qar (0<тх<а) 
在 АВ 段 内 将 坐标 原点 取 在 忆 点 , 任意 截面 上 的 内 力 为 
Е.ОУ-Е,-іда (0<у<а) 


Fs(y)=gy (0ж<у<а) 
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М(у)=Еса -Hay (0<у<а) 


内 力图 如 图 4.8(b) (с), ОӘЖ. 
分 析 以 上 弯 矩 图 可 以 看 出 ， 在 刚 节 点 处 ， 如 没有 集中 力 偶 作用 ， 则 刚 节点 两 侧 的 弯 矩 
值 应 相等 且 在 同一 侧 。 


本 章 主要 研究 直 梁 发 生平 面 弯曲 时 的 内 力 计 算 和 内 力图 的 绘制 方法 。 

梁 弯 曲 变 形 时 横 截 面 上 的 内 力 有 剪 力 Fs MAE M。 求 取 内 力 的 基本 方法 仍 是 截面 法 。 
用 截面 法 时 ， 横 截面 上 的 未 知 内 力 应 按 正 向 设 定 ， 以 使 其 结果 和 内 力 符号 的 规定 相 一 致 。 
也 可 用 计算 式 求 取 ， 某 横 截面 上 的 剪 力 等 于 该 截面 一 AN Амон нен 
ERAR BRIE RNEER AAAA 对 该 截面 形 心 的 力矩 的 代 
数 和 。 用 该 计算 式 时 ， 外力、 外 力 偶 有 了 符号 规定 < 

和 了 用 人 人 
程 一 般 是 分 段 函数 。 通 常 ， 在 集中 力作 用 处 、 <- 分 布 载荷 集 度 开始 和 终止 处 ， 剪 力 方程 
和 弯 矩 方程 都 要 分 段 ， 此 外 ， 集 中 力 偶 作 下 два УР}, 

前 力图 和 弯 矩 图 可 以 直观 地 显示 о нн 可 以 根据 剪 力 方程 
же. AARRE РА АИ ЕЛЕ АНЫ; АШ 弯 矩 、 剪 力 和 分 布 荷载 集 
度 间 的 微分 方程 关系 ， 利 用 简易 作 图 法 给 会 图 。 чун 的 主要 目的 之 一 ， 是 确定 内 力 的 
最 大 值 和 最 小 值 。 
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4.1 何谓 梁 的 平面 弯曲 ? 

4.2 梁 横 截面 上 的 剪 力 与 弯 矩 的 正 负 号 是 怎样 规定 的 ? 

4.3 若水 平 直 梁 上 的 某 一 外 力 在 指定 横 截 面 上 产生 正 的 剪 力 ， 则 该 外 力 应 位 于 指定 
横 截 面 的 哪 一 侧 ? 方向 如 何 ? 

44 水 平 直 梁 上 的 某 一 外 力 在 指定 横 截 面 上 产生 正 的 弯 矩 ， 则 该 外 力 应 位 于 指定 横 
截面 的 哪 一 侧 ? 指向 如 何 ? 

4.5 剪 力 、 弯 和 矩 和 分 布 载荷 集 度 间 的 微分 关系 是 如 何 建立 的 ? 其 物理 含义 和 几何 意 
义 是 什么 ? 在 建立 上 述 关系 时 ， 载 荷 集 度 的 正 向 是 如 何 规定 的 ? 

4.6 如 何 确定 弯 矩 的 极 值 ? 在 弯 矩 取 极 值 的 截面 处 ， 剪 力图 有 什么 特点 ? 

47 计算 弯 矩 时 应 用 三 加 法 的 条 件 是 什么 ? 





4.1 试用 截面 法 求 图 示 梁 中 nnr REEK HMS E, 
4.2 ”试用 截面 法 求 图 示 梁 中 1—1, 2—2 截面 上 的 剪 力 和 弯 和 矩 。 并 讨论 这 两 个 截面 上 
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4.3 


4.4 


FI=8KN Е;=6к№ п 9-4kN/m 
А-а в ТИИ 
Im С 2m в п ОВ 
2т (2 2т 
(а) 





习题 4.1 图 





习题 4. 2 图 


试 写 出 图 示 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 并 画 出 剪 力 图 和 弯 矩 图 。 


试 写 出 图 示 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 画 出 前 力图 和 弯 和 矩 图 ， 并 求 |F. | 和 |M |。 
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登 加 法 绘制 如 图 
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M=12kN-m 





F=10kN 





习题 4. 3 图 
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载荷 、 剪 力 和 





习题 4.4 图 





弯 矩 之 间 的 微分 关系 ， 绘 出 图 示 各 梁 的 前 力图 和 弯 和 矩 医 














示 各 梁 的 剪 力 
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示 刚 架 的 内 力 
示 刚 架 的 内 力 


图 








图 
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习题 4.7 图 





(а) 
习题 4.8 图 
71| 








习题 4. 9 图 
4.10 ”图 示 起 吊 一 根 单位 长 度 重量 为 ga(kN/m) 的 等 截面 钢筋 混凝土 梁 ， 要 想 在 起 吊 中 使 
梁 内 产生 的 最 大 正 弯 矩 与 最 大 负 弯 和 矩 的 绝对 值 相 等 ， 应 将 起 吊 点 和 AAs-B 放 在 何 处 ?( 即 а=?) 
4.11 图 孙 简 支 梁 受 移动 载荷 已 的 作用 。 试 求 梁 的 弯 矩 最 大 时 载荷 下 的 位 置 。 




















зы i а 2 
794.108 习题 4. 11 图 
4.12 图 示 桥 式 起 重 机 天 梁 上 小 车 的 每 个 轮子 对 大 梁 的 压力 均 为 下， 小 车 的 轮 距 为 d， 
大 梁 的 跨度 为 !。 试 间 小 车 在 什么 位 置 时 粱 具 的 弯 矩 最 大 ? 其 最 大 弯 矩 值 等 于 多 少 ? 最 大 
弯 矩 在 何 截面 2 
4.13 ” 试 确定 在 图 示 载 荷 作用 下 梁 ABC йол Е, 





习题 4 12 图 习题 4. 13 图 
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вә 
弯曲 应 力 


教学 提示 : 对 称 谊 曲 是 各 类 工程 构件 中 最 常见 、 最 重要 的 一 种 基本 变形 ， 且 内 容 较为 
丰富 (其 横 蕉 面 同 时 存在 正 应 力 和 切 应 力 ) 。 本 章 的 主要 内 容 是 研究 梁 对 称 弯曲 时 横 截 面 上 
的 谊 曲 应 力 的 计算 公式 ， 并 着 重 于 谊 曲 应 力 的 分 析 和 计算 必 在 此 基础 上 讨论 梁 的 强度 及 相 
关 问题 。 梁 的 应 力 分 析 和 强度 计算 比较 集中 地 反映 了 衬 料 办 学 研究 问题 的 基本 方法 ， 本 章 
不 仅 能 加 深 对 轴 向 拉 压 和 扭转 问题 的 理解 ， 而 县 对 今后 的 学 习 具 有 至 为 重要 的 影响 。 可 以 
说 ， 索 曲 问题 在 材料 力学 中 起 到 承前启后 的 关键 作用 。 

教学 要 求 : 明确 平面 弯曲 、 对 称 谊 星 、 纯 弯曲 、 横 力 弯 曲 的 概念 ; 理解 弯曲 正 应 力 的 
分 布 规律 及 正 应 力 计算 ， 了 解 几 种 常用 截面 的 索 曲 切 应 力 分 布 规律 ， 能 正确 地 计算 其 最 大 
切 应 力 ， 能 熟练 地 应 用 正 应 力 强 度 条 件 进行 强度 计算 ， 并 校 核 切 应 力 强度 。 了 解 提高 梁 强 
度 的 一 些 主要 措施 。 


> 
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ЖИЕ ӨТТ ННІ 1-8999 2141248, — ВАНА К. ЖИЙ EASE Мох), 0927 
Fs(z) 两 种 内 力 。 但 要 解决 梁 的 强度 问题 ， 只 知道 内 力 是 不 够 的 ， 还 需 进一步 了 解 横 截面 上 各 点 的 
应 力 。 弯 矩 是 垂直 于 横 截 面 的 内 力 系 的 合力 偶 矩 ， 剪 力 是 切 于 横 截 面 的 内 力 系 的 合力 。 所 以 ， 索 
Ж M 只 与 槛 截面 上 的 正 应 力 c 相关 ， 而 前 力 Fs 只 与 切 应 力 r 相关 ， 图 5.1 所 示 梁 的 横 截面 上 既 有 
正 应 力 o 又 有 切 应 力 r。 梁 弯曲 时 横 截 面 上 的 正 应 力 与 切 应 力 分 别称 为 弯曲 正 应 力 和 弯曲 切 应 力 。 

本 章 先 介绍 平面 弯曲 与 纯 弯曲 的 概念 ， 然 后 研究 平面 弯曲 时 梁 的 横 截面 上 的 正 应 力 和 
切 应 力 ， 将 这 两 种 应 力 的 计算 公式 分 别 进行 推导 ， 并 建立 相应 的 强度 条 件 。 


= 平 面 变 曲 与 对 称 弯曲 的 概念 


梁 的 横 截 面具 有 对 称 轴 ， 所 有 横 截 面 的 对 称 轴 组 成 的 平面 ， 称 为 梁 的 纵向 对 称 面 。 工 程 
中 最 常见 的 梁 ， 其 横 截 面 一 般 至 少 有 一 根 对 称 轴 ， 因 而 整个 杆 件 有 一 个 包含 轴线 的 纵向 对 称 
面 ， 当 所 有 外 力 (包括 力 、 力 偶 ) 都 作用 在 梁 的 同一 纵向 对 称 平面 内 时 ， 梁 的 变形 对 称 于 纵向 
对 称 面 ， 其 轴线 将 是 位 于 该 平面 内 的 一 条 平面 曲线 ， 如 图 5.2 所 示 ， 这 种 弯曲 称 为 对 称 弯 曲 。 

有 些 梁 的 横 截 面 没有 对 称 轴 ， 但 是 都 有 通过 横 截 面 形 心 的 形 心 主 惯性 轴 ， 所 有 横 截 面 的 
同 向 形 心 主 惯性 轴 组 成 的 平面 ， 称 为 梁 的 主 惯性 平面 。 由 于 对 称 轴 是 主 惯 性 轴 ， 所 以 对 称 面 
也 是 主 惯性 平面 ; 反之 则 不 然 。 所 有 外 力 (包括 力 、 力 偶 ) 都 作用 在 梁 的 同一 主 惯 性 平面 内 











Е eee- 


时 ， 梁 的 轴线 弯曲 成 平面 曲线 ， 这 一 曲线 位 于 外 力作 用 平面 内 ， 这 种 弯曲 称 为 平面 弯曲 。 
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图 5.1 图 5.2 


对 称 弯曲 是 平面 弯曲 ， 但 是 平面 弯曲 不 一 定 是 对 称 弯曲 。 本 章 主要 研究 对 称 弯曲 这 种 
特殊 的 平面 弯曲 。 


纯 弯 曲 与 模 力 弯曲 的 概念 
© % „ |? 一 般 情形 下 , ҰШЫН. ЙК ЕШ ЕЛ 
a 1 а 
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(а) ТЕНДИ Зіл АЕ. 这 种 平面 弯曲 称 为 
ше, 由 图 5. 3 中 火车 轮轴 的 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 
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的 正 应 力 。 
“rte mae. tom 
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Q 曲 或 剪 切 弯曲 ， 如 图 5. 3(a) 中 CA、BD 段 。 
图 5.8 


2052 梁 的 弯曲 正 应 力 及 其 强度 条 件 





分 析 梁 横 截 面 上 的 正 应 力 ， 就 是 要 确定 梁 横 截面 上 各 点 的 正 应 力 与 弯 矩 、 横 截面 的 形状 
以 及 尺寸 之 间 的 关系 。 由 于 横 截 面 上 的 正 应 力 是 看 不 见 的 ， 而 梁 的 变形 是 可 以 看 见 的 ， 应 力 
又 和 变形 有 关 ， 因 此 ， 可 以 根据 梁 的 变形 情况 由 表 及 里 地 推 知 梁 横 截面 上 的 正 应 力 分 布 。 
纯 弯曲 时 横 截 面 上 的 应 力 

图 5. 4 所 示 和 矩形 截面 纯 弯 曲 梁 ， 梁 的 任 一 横 截 面 上 将 只 有 与 弯 矩 相关 的 正 应 力 。 同 样 
从 几何 、 物 理 和 静 力 学 三 方面 综合 考虑 来 推导 梁 在 横 截面 上 的 正 应 力 的 计算 公式 。 

1. 几何 方面 

为 找 出 横 截面 上 正 应 力 的 变化 规律 .首先 需 观 察 梁 的 变形 ， 研 究 横 截面 上 任 一 点 处 沿 
横 截面 法 线 方向 的 线 应 变 ， 找 出 纵向 线 应 变 在 该 截面 上 的 变化 规律 。 为 便于 观察 梁 的 变 
形 ， 在 加 力 前 ， 先 在 其 侧面 上 画 两 条 相 邻 的 横向 线 mm 和 mn， 并 在 两 横向 线 间 靠 近 顶 面 和 
底面 处 分 别 画 纵 线 a0 和 cde ， 然 后 在 梁 端 加 一 对 等 值 反 向 的 外 力 偶 ,变形 前 后 的 梁 段 分 别 表 
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示 在 图 5. 4(a) 、(b) 中 。 根 据 试验 可 观察 到 如 下 结果 : 


е 
一 二 





@) 





ш 5.4 


СТ) 变形 前 的 横向 线 mm、nn 变 形 后 仍 为 直线 ,ini у az ， 但 相对 转 过 了 一 个 角度 ; 

(2) 变形 前 的 纵向 线 a5、de 变 形 后 成 为 曲线 &ib、die,， 彼 此 之 间 的 距离 并 不 改变 ， 
仍 与 直线 mm, mm 相 垂 直 ， 且 靠近 四 边 的 纵向 线 缩短 ， 而 靠近 凸 边 的 纵向 线 伸 长 。 

依据 梁 表面 的 上 述 变 形 现象 ， 考 虑 到 材料 的 连续 性 、 均 匀 性 ， 以 及 从 梁 的 表面 到 其 内 
部 无 使 其 变形 突变 的 作用 因素 ,可 以 对 梁 的 变形 作 如 下 假设 : 

а» 平面 假设 。 根 据 实验 结果 沪 可 以 假设 原 为 平面 的 梁 的 横 截面 变形 后 位 于 同一 个 倾 
斜 的 平面 ， 且 仍 垂直 于 变形 后 的 梁 轴 线 ， 这 就 是 弯曲 变形 的 平面 假设 。 对 于 纯 弯 曲 梁 ， 按 
弹性 理论 分 析 的 结果 ， 证明 其 横 截面 确实 保持 为 平面 因此 梁 弯曲 时 横 截面 上 各 点 均 无 切 
应 变 ， 横 截面 上 不 存在 切 应 力 。 

(2) 单 向 受 力 假设 。 设想 梁 是 由 平行 于 轴线 的 纵向 纤维 组 成 。 在 纯 弯 曲 过 程 中 各 纤维 
之 间 互 不 挤 压 ， 只 发 生 轴 向 拉 伸 或 压缩 变形 相应 仅 承受 拉 应 力 或 压 应 力 。 

梁 在 弯曲 时 西边 一 侧 的 纤维 伸 长 ， 止 边 一 侧 的 纤维 缩短 。 由 于 横 截 面 保持 为 平面 ， 纤 
维 由 伸 长 变 为 缩短 必然 连续 变化 ， 中 间 必 有 一 层 纤 维 既 不 伸 长 ， 也 不 缩短 ， 这 一 层 纤 维 称 
为 中 性 层 。 中 性 层 与 横 截 面 的 交 线 称 为 中 性 轴 ， 由 于 梁 的 载荷 、 横 截面 形状 及 物性 均 对 称 
于 梁 的 纵向 对 称 面 ， 故 梁 变 形 后 的 形状 也 必 对 称 于 该 平面 ,因此 中 性 轴 应 与 纵向 对 称 面 垂 
直 ， 即 垂直 于 横 截面 的 竖 向 对 称 轴 ， 如 图 5. 4(c) 所 示 。 梁 在 弯曲 时 ， 相 邻 横 截 面 就 是 绕 中 
性 轴 作 相对 转动 的 。 

现 以 梁 横 截面 的 竖 直 对 称 轴 为 у 轴 ， 设 中 性 轴 为 x 轴 ， 两 轴 交 点 为 原点 ,过 原点 沿 横 
КИН НА а 轴 ， 从 梁 中 取 dz 微 段 来 研究 距 中 性 层 为 y 的 任 一 纵向 纤维 de 的 线 应 变 。 
根据 平面 假设 ， 微 段 梁 变 形 后 ， 其 左 、 右 横 截 面 mw 与 mm 仍 保持 平面 ， 只 是 各 自 
绕 中 性 轴 相 对 转动 了 一 个 角度 d9， 如 图 5. 5(b) 所 示 。 设 微 段 梁 变 形 后 中 性 层 О, Oa МИ Ж 
半径 为 p， 由 单 向 受 力 假 设 可 知 , 平行 于 中 性 层 的 同一 层 上 各 纵向 纤维 伸 长 或 缩短 量 相 同 ， 
所 以 可 以 用 纵向 纤维 de 的 纵向 线 应 变 来 代表 距 中 性 层 On Oa у у 的 各 点 处 的 纵向 线 应 变 。 






























































变形 前 ， 4е-4:-О.О.-О,О,-р40 
变形 后 : ае =С(р+у)4@ 


Ж. О,О,=О„О„ =раб 表示 中 性 层 尽管 发 生 了 弯曲 ， 但 长 度 并 没有 改变 。 
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由 应 变 定义 得 纵向 纤维 de 的 线 应 变 为 
OF у)40— pdb _ у i 
е-е - (=I 
040 0 
式 (5 一 1) 中 4p 对 任 一 指定 横 截 面 为 常量 ， 此 式 表明 横 截面 上 任 一 点 处 的 纵向 线 应 变 与 
该 点 至 中 性 轴 的 距离 у 成 正比 ， 中 性 轴 上 各 点 处 的 线 应 变 为 零 。 
2. 物理 方面 
因为 纵向 纤维 之 间 无 正 应 力 ， 每 一 纤维 都 是 单 向 拉 促 或 者 单 向 压缩 ， 当 材料 处 于 线 弹 
性 范围 内 ， 且 拉 伸 和 压缩 弹性 模 量 相同 时 ， 由 单 轴 应 力 状态 下 的 胡 克 定律 可 得 横 截面 上 y 
处 的 正 应 力 为 
EE (5-2) 
式 (5-2) 表 明 : 任意 纵向 纤维 的 正 应 力 与 它 到 中 性 层 的 距离 成 正比 。 即 在 横 截 面 上 ， 
沿 截面 高 度 任意 点 的 正 应 力 与 该 点 到 中 性 轴 的 距离 成 正比 ， 正 应 力 按 直线 规律 变化 ， 沿 宽 
度 方向 在 距离 中 性 轴 为 y 的 等 高 线 上 各 点 处 的 正 应 力 均 相等 ， 如 图 5. 5(c) 所 示 。 
式 (5-2) 虽 然 给 出 了 横 截面 上 的 应 力 分 布 , 但 仍然 不 能 用 于 计算 横 截面 上 各 点 的 正 应 
力 。 这 是 因为 中 性 轴 的 位 置 及 中 性 层 的 曲率 半径 均 未 知 ，y 坐标 也 无 法 确定 。 
3. 静 力 学 方面 
图 5.5(d) 所 示 横 截面 上 的 法 向 微 内 力 odA 组 成 垂直 于 横 截 面 的 空间 平行 力 系 。 这 一 
力 系 可 能 简化 为 三 个 内 力 分 量 : 
Fy foda. м, | zaa. м. Гул 
横 截 面 上 的 内 力 与 截面 左 侧 的 外 力 必 须 平衡 。 在 纯 弯 曲 情况 下 ， 截 面 左 侧 的 外 力 只 有 
































对 = 轴 的 力 偶 矩 M。 由 于 内 外 力 必 须 满足 平衡 方程 ， 故 : 
a) УЕ, =0 Rf, 得 


F=f oaa =0 
将 式 (5 -2) 代 入 得 
| гал- | ydA =0 
А pda 
由 于 Еж 
0 
所 以 有 [оаа =8.—0 шіні = ім 5, 等 于 0。 


因此 = 轴 ( 中 性 轴 )? 通 过 形 心 。 此 结果 表明 ,中 人 性 轴 是 垂直 于 对 称 轴 的 形 心 轴 ， 所 以 ， 
确定 了 截面 的 形 心 位 置 就 能 确定 中 性 轴 的 位 置 。 这 样 就 完全 确定 了 避 轴 和 zz 轴 的 位 置 。 
(2) ХМ,-о т. 48 
M, =| zodA =0 
将 式 (5 -2) 代 入 得 


Í zada -Ef yzdA =0 
A pa 


所 以 有 | dA=1.=0 


RKR., y, z 轴 为 横 截面 土 二 对 相互 垂直 的 主 惯性 轴 二 因为 у 轴 为 模 截 面 对 称 轴 ， 
ЕЖА, В, у, а 轴 过 形 心 ， 所 以 y、z 轴 为 形 心 主 惯性 轴 。 
G) EM.=0 nt, 得 


м. [вал 一 M 
将 式 (5 -2) 代 入 得 


由 于 [yasa 

所 以 有 
1_M кк 
ТӨЛЕП (5-3) 


式 中 ，1/o 为 梁 中 性 层 、 亦 即 轴线 变形 后 的 曲率 ; ЕЛМЕНЕН. І.Е КІШ A 
性 轴 > 轴 的 惯性 矩 。 式 (5- 3) 即 为 用 曲率 表示 的 弯曲 变形 公式 。 中 性 轴 的 曲率 与 М 成 正 
比 ,与 ET. 成 反比 ， 故 将 EI. 称 为 梁 的 抗 弯 刚 度 ， 它 表示 梁 抵 抗 弯 曲 变形 的 能 力 。 

将 式 (5 一 3) 代 入 式 (5 -2) 中 消去 1/o， 得 





=> (5-4) 


AH. МВС ПИТ 1549908: 1. ВАСО А] h Et АЕ РЕ: у 为 欲求 正 应 力 的 点 到 中 性 
轴 的 距离 。 式 (5 -4) 即 纯 弯曲 时 梁 横 截面 上 у 处 的 正 应 力 计算 公式 。 
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由 式 (5-4) 可 见 ， 横 截面 上 任 一 点 处 的 弯曲 正 应 力 e 与 该 截面 的 弯 矩 成 正比 ， 与 截面 

对 中 性 轴 的 惯性 矩 成 反比 ， 大 小 与 该 点 到 中 性 轴 的 距离 成 正比 。 横 截面 上 中 性 轴 的 一 侧 为 

拉 应 力 ， 另 一 侧 为 压 应 力 ， 而 中 性 轴 上 各 点 处 的 弯曲 正 应 力 为 零 。 

需要 注意 ， 导 出 公式 时 用 的 是 矩形 截面 ， 但 未 涉及 任何 矩形 的 几何 特性 ， 因此， 公式 

可 适用 于 非 矩 形 截面 的 平面 纯 弯 曲 问题 。 只 要 梁 有 一 纵向 对 称 面 ， 且 载荷 作用 于 对 称 面 

内 ， 公 式 都 适用 。 公 式 是 以 平面 假设 和 单 向 受 力 假设 为 基础 导出 的 ， 理 论 和 试验 分 析 已 证 
ІІ, 在 纯 弯 曲 时 ,这些 假设 是 成 立 的 ， 相 应 导出 的 公式 也 是 正确 的 。 

在 实际 计算 中 ， 横 截面 上 任 一 点 处 的 应 力 是 拉 应 力 还 是 压 应 力 可 直接 根据 梁 的 变形 情 

况 判定 ， 不 需 用 у 坐标 的 正 负 来 判定 ， 比 较 简单 的 方法 是 ， 首 先 确定 横 截 面 上 弯 矩 的 实际 

方向 及 中 性 轴 的 位 置 ; 然后 根据 所 要 求 


















































受 拉 区 受 压 区 

Е БИЛЛ ИЕН, Ж “AE дЕ Н 
КҮ ЗОН) 分 布 正 应 力 合成 的 合力 偶 矩 ”这 一 关系 ， 

ккк к 就 可 以 确定 这 一 点 的 正 应 力 是 拉 应 力 还 
是 压 应 力 : 如 图 5.6 所 示 ， 中 性 轴 将 横 

© 截面 分 发 受 拉 区 和 受 压 区 ， 位 于 中 性 轴 
图 5.6 西向 一 侧 的 各 点 均 为 拉 应 力 ， 而 位 于 中 


性 轴 四 向 一 侧 的 各 点 均 为 压 应 力 。 
工程 上 最 感 兴趣 的 是 模 截 面 上 的 最 大 应 应 力 ， 也 就 是 模 截 而 上 到 中 性 轴 最 远 点 上 的 正 
应 力 。 这些 点 的 у 坐标 值 最 大 ， 即 у= уш. 











(5-5) 


式 中 , уу, -кәйайиян, 它 综合 地 反映 了 横 截 面 的 形状 与 尺寸 对 弯曲 正 应 力 的 影响 。 
对 于 宽 为 6, УА ИНДЕ. 


bh ph A ppe 
W 一 12/ 2—60" 
对 于 直径 为 d 的 圆 形 截面 : 
;=7™d |а тр 
Ма] 2—32 


АМЕ HEH а EKET: 

至 于 各 种 型 钢 截 面 的 抗 弯 截 面 系数 ， 可 从 型 钢 规格 表 中 查 得 。 

如 果 梁 的 横 蕉 面具 有 一 对 相互 垂直 的 对 称 轴 ， 并 且 加 载 方向 与 其 中 一 根 对 称 轴 一 至 
， 则 中 性 轴 是 模 稚 面 的 另 一 根 对 称 轴 ， 此 时 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 绝对 值 相 等 ， 由 
2005 -5) 可 计算 出 。 

如 果 梁 的 横 截面 只 有 一 根 对 称 轴 ， 而 且 加 载 方向 与 对 称 轴 一 致 ， 则 中 性 轴 过 截面 形 心 
并 垂直 对 称 轴 ， 此 时 中 性 轴 不 是 对 称 轴 ， 则 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 绝对 值 不 相等 。 可 由 
下 列 两 式 分 别 计算 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 ， 即 


Mo ( 拉 ) (5-6) 


z 











білах 


бат == (Ж) 6-1) 
ЕЛІТІП yon WRZE MR 
性 轴 最 远 点 到 中 性 轴 的 距离 。 

实际 计算 中 ， 可 以 不 注 明 应 力 的 正 负 号 ， 只 在 计算 结果 的 后 面 用 括号 注 明 “ 拉 ” эй “ШЖ”, 


纯 弯曲 理论 在 横 力 弯 曲 中 的 推广 


工程 中 的 梁 大 多 数 属于 横 力 弯曲 的 情况 ， 纯 弯曲 只 可 能 在 不 考虑 梁 自 重 的 影响 时 才 有 可 
能 发 生 。 对 于 横 力 弯 曲 的 梁 ， 由 于 剪 力 即 切 应 力 的 存在 ， 梁 的 横 截 面 将 不 再 保持 平面 而 产生 
撼 曲 。 此 外 ， 由 于 横向 力 的 作用 ， 在 梁 的 纵向 截面 上 还 将 产生 挤 压 应 力 ， 所 以 平面 假设 和 单 
向 受 力 假设 不 再 成 立 。 但 弹性 力学 精确 分 析 表 明 ， 当 梁 的 长 度 Т УЕА h 之 比值 1/h 二 
5( 细 长 梁 ) 时 ， 切 应 力 和 挤 压 应 力 对 正 应 力 的 影响 可 以 忽略 不 计 ， ЗЕ КЇР 
力 弯 曲 近似 成 立 ， 可 以 满足 工程 精度 的 要 求 。 但 应 注意 ， 横 力 弯曲 时 梁 上 各 横 截 面 的 弯 和 矩 是 
不 相同 的 ， 故 式 中 的 弯 矩 应 以 所 求 横 截面 上 的 弯 矩 代 埠 ,弯曲 正 应 力 公式 为 


May 
IN (5-8) 
2 41,5%) 
等 直 梁 横 力 弯 曲 时 最 大 正 应 力 ， 一 般 发 生 在 最 大 弯 矩 所 在 截面 上 距 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ， 即 
2 (5-9) 
=; Е 
或 | о) (5-10) 
此 外 ， 还 要 注意 的 是 ， 某 一 个 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 不 一 定 就 是 梁 内 的 最 大 正 应 力 
应 该 首先 判断 可 能 产生 最 大 正 应 力 的 那些 截面 ， 然 后 比较 这 些 截 面 上 的 最 大 正 应 力 ， 其 中 
最 大 者 才 是 梁 内 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 。 保 证 梁 安全 工作 而 不 发 生 破坏 ,最 重要 的 就 是 保 
证 这 种 最 大 正 应 力 不 得 超过 允许 的 数值 。 
【例题 5. 1】 受 均 布 载荷 作用 的 简 支 梁 如 图 所 示 ， 试 求 : 























120mm 


ы 30mm 
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a) СШ Ба, а 两 点 的 正 应 力 ; 

(2) 此 截面 上 的 最 大 正 应 力 ; 

(3) 全 梁 上 最 大 正 应 力 ; 

(4) 已 知 E=200GPa， 求 梁 的 轴线 在 С 截面 处 的 曲率 半径 。 

解 : (1) 作 梁 的 剪 力 图 和 弯 矩 图 ， 如 图 (c) 、 图 (d) 所 示 ，C 截面 弯 矩 为 




















Mc =40kN * m 
TWEE I = Js mm 0-і: 5. 832X 10™"m' 
Mey 40X10N。mx 180. 3 х10-*т | g 
则 Ете ТҮР Р = 41. 15X 10°Pa=41. 2MPa (Ж) 
сас, = 41. 2МРа (4) 
D C 被 面 最 大 正 应 力 。C НИШ э. АВ О g, 48x107 m 





则 а суутту =61.7Х10°Ра=61,7МРа 


(3) 全 梁 最 大 正 应 力 。 
ERRADH Mm =45kN * m 


则 Om = = тум тсз з 69. 4Х 10*Ра=69. 4MPa 


(4) 梁 的 轴线 在 C 截面 处 的 曲率 半径 。 
1. Ме, 
由 -一 7. 得 
- EL_200X10*NVmzX5832X10-5mt 
еме 400107 m 
【例题 5.2】 一 简 支 梁 由 工 字 钢 制 成 ,已 知 潍 的 尺寸 及 载荷 如 图 所 示 ， 梁 的 材料 为 铸铁 ， 求 
出 全 梁 的 最 大 正 应 力 和 最 大 压 应 力 ， 并 作出 其 所 在 截面 上 正 应 力 沿 高 度 的 分 布 规律 图 。 


мы 


一 291. 6m 
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解 : (1) 作 梁 的 弯 和 矩 图 ， 如 图 (b) 所 示 ， 可 见 最 大 正 弯 矩 发 生 在 С ЖИН. SEN 
Me 一 60kN • т 
最 大 负 弯 矩 发 生 在 也 截面 ， 弯 矩 ( 绝 对 值 ) 为 
| Mp | =50к • m 
(2) А РЕН ЕРЕН А Р РЕЯ РЕ ДЕ REE GE КЛ ИШЕ у. ЛІ 
_ ХА; 
У‹ А, 





100mmX50mmX275mm 十 25mmX200mmX150mm 十 200mmX50mmX25mm 
100mmXx50mm 十 25mmX200mm 十 200mmX50mm 








= 119тт 
中 性 轴 过 形 心 并 垂直 对 称 轴 у 轴 ， 所 以 确定 了 中 性 轴 。 
截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 为 
_100mmX50 тт! 
12 





25mmX 2007 mm’ КЕ 


1 12 


+100тт Х 50тт X 156° тт“ 


200тт X 50* nio 


25mm X 200mm X 31 тт“ + +200mmX 50mm X 947 тт“ 


=23. 5X 10’mm' =2. 35X 107'm' 
(3) 计算 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应力 。 由 玫 此 梁 的 中 性 轴 不 是 对 称 轴 ， 所 以 同一 截面 上 
最 大 拉 应 力 和 最 大 奈 应 力 的 数值 并 不 相等 ;而 全 梁 的 正 负 弯 矩 峰值 也 不 相等 ， 则 梁 的 最 大 
拉 应 力 和 最 大 压 应力 只 可 能 发 生 在 正 负 峰值 弯 矩 所 在 截面 的 上 边缘 或 下 边缘 处 。 
最 大 正 弯 矩 所 在 截面 C 上 : 
c _Мсу х 60 Х10*М№ #тх119Х 107% 




















df 一 下 ос шаш =30.41Х10*Ра=30. 4MPa 
© My 60Х10°М • т Х181 10 ; 

‹ су) Saapa 
баз LEANA 46. 2X 10°Pa=46. 2MPa 


RAMS ENER DE: 
Mpy: _50X10°N • тХ181Х10-'т 




















р - х10%Ра- 

Ма е 38.5Х10%Ра--38.5МРа 
НА т. Sa 

om — p oooi H 10 ”mm 一 25.3X10*Pa 一 25. 3MPa 


将 上 述 正 负 弯 矩 所 在 截面 的 上 下 边缘 处 的 正 应 力 加 以 比较 可 知 ， 梁 的 最 大 拉 应 力 发 生 
在 截面 D 的 上 边缘 处 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 截面 C 的 下 边缘 处 ， 其 值 分 别 为 
一 cf 一 38.5MPa 
Oemax =46. 2MPa 
(4) 绘制 截面 C、D 上 正 应 力 分 布 图 。 弯曲 正 应 力 沿 截面 高 度 线性 分 布 ， 可 根据 上 述 
计算 结果 绘 出 截面 上 正 应 力 沿 高 度 的 分 布 图 如 图 (c) 所 示 。 


栖 曲 正 应 力 强度 条 件 


梁 在 平面 弯曲 时 ， 最 大 正 应 力 发 生 在 距 中 性 轴 最 远 的 点 处 ， 而 这 些 点 上 的 弯曲 切 应 力 
为 零 (下 节 介 绍 )， 因而 最 大 弯曲 正 应 力作 用 点 可 看 成 处 于 单 向 受 力 状 态 ， 这 种 状态 类 似 于 
轴 向 拉 压 杆 模 截面 上 任意 点 的 应 力 情形 。 因此， 弯曲 正 应 力 强度 条 件 也 类 似 。 


Gt,max 
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对 于 由 标 压强 度 相等 的 材料 制 成 的 梁 ， 中 性 轴 通 常 为 模 截 面 的 对 称 轴 ， 测 其 正 应 力 强 
度 条 件 为 





бат ү чы (5-11) 


即 梁 内 最 大 弯曲 正 应 力 cw* 不 超过 材料 的 弯曲 许 用 正 应 力 [c]。 对 等 直 梁 而 言 ow 发 
生 在 最 大 弯 矩 截面 ， 距 中 性 轴 最 远 处 у; 对 于 变 截 面 梁 不 应 只 注意 最 大 弯 矩 Ms 截面 ， 
而 应 综合 考虑 弯 矩 和 抗 膏 截 面 系数 У/. 两 个 因素 。 产 生 最 大 正 应 力 的 截面 称 为 危险 截面 ， 
具有 最 大 正 应 力 的 点 称 为 危险 点 。 

对 于 由 拉 、 压 强度 不 等 的 材料 制 成 的 上 下 不 对 称 截面 粱 (如 工 形 截面 、 上 下 不 等 边 的 
工 字形 截面 )， 其 强度 条 件 应 表达 为 














о. Мау ә) (5-12) 
< (5-13) 
Ж Za 
P. [o], o] 分 别 为 材料 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 ; у. у; 分 别 为 最 大 拉 应 力 点 和 
最 大 压 应 力 点 距 中 性 轴 的 距离 。 若 梁 上 同时 存在 有 正 、 负 弯 和 矩 ， 在 最 大 正 、 负 弯 矩 的 横 截 


面 上 均 要 进行 强度 计算 。 

由 正 应 力 强度 条 件 可 对 梁 进行 三 类 强度 计算 : 

(1) 校 核 梁 的 强度 ， 即 已 知 梁 的 截面 形状 、 几 何 尺寸 | 材料 的 许 用 应 力 以 及 所 受 载 
荷 ， 校 核 正 应 力 是 否 超过 许 用 值 ， 从 而 检验 梁 是 否 安全 ; 


(2) 设计 梁 的 截面 - 即 已 知 载 荷 及 许 用 应 力 * 可 由 式 W. > Менен R 


(3) 求 许可 载荷 信 即 已 知 梁 的 截面 形状 沁 何 尺寸 及 许 用 应 力 ， 按 式 М..<<9/.101 确 
定 梁 所 能 承受 的 最 大 弯 和 矩 ， 然 后 根据 载荷 与 内 力 的 关系 确定 出 梁 所 能 承受 的 许 用 载荷 。 
【例题 5.3】 图 示 为 机 车 轮轴 的 计算 简 图 , 已 知 d = 160тт. d, =130mm, a=0. 27m, b= 
0.16m，F 一 62.5kN， 材 料 的 许 用 应 力 [е] 
三 60MPa， 试 校 核 该 轮轴 的 强度 。 
解 : (1) 绘 出 该 轴 的 弯 矩 图 ， 巾 弯 和 矩 图 
知 ， 最 大 弯 矩 绝对 值 发 生 在 梁 АВ 段 各 截面 
上 ， 其 值 为 
|Ma |= | M; | = Fa 
一 62. 5kNX 0. 27m 一 16. 88kN • m 
(2) 确定 危险 截面 的 几何 性 质 。 由 于 该 轴 
为 变 截面 轴 ， 所 以 危险 截面 除 A、B 两 截面 
Ж. С, Р 两 截面 也 是 可 能 的 危险 截面 。C、D 
ТЕЗЕ 两 截面 上 的 弯 矩 绝对 值 为 
|Me | = |М, | =Еь= 62. 5kN X0. 16m=10kN • m 
zdi _3.14Х0. 16 т? 
32 32 











А, ВП. Wa 一 4. 02XX10-4ms 























с. DRH: west 3O. mi MKO. 3 m2. 16X 107m 
(3) 对 危险 截面 上 的 危险 点 进行 强度 校 核 。 
ART: быс (Мы = мл 42X 10°Pa—42MPa 
А .02X 
ыы: ІМе| Fb 62.5X10NX0.16m 
Серу. бе “М: We 2.16 107: 





--46.3Х10%Ра--46. ЗМРа 
全 梁 最 大 正 应 力 发 生 在 C、D 两 截面 的 上 下 边缘 ， 且 
Omax =46. 3MPa=[o]=60MPa 
所 以 该 轴 强 度 是 安全 的 。 
【例题 5.4】 一 外 伸 梁 由 No. 36а 槽 钢 制 成 ,已 知 梁 的 尺寸 及 载荷 如 图 所 示 ， 梁 的 材料 为 
铸铁 ， 其 弯曲 许 用 拉 应 力 [c]=60MPa， 许 用 压 应 力 Го, ]=100МРа. ТАЕ ТЕЛУ R 
度 条 件 校 核 该 梁 强度 ， 如 将 此 梁 倒置 是 否 满足 强度 条 件 。 












































4-6км/т 











例题 5.4 图 


解 : (1) 作 庚 的 弯 和 矩 图 如 图 (d) 所 示 ， 由 图 可 知 全 梁 最 大 正 弯 矩 发 生 在 D 截面 ， 其 
值 为 





Mp =5. 33kN • m 

全 梁 最 大 负 弯 和 矩 发 生 在 В 截面 ， 其 绝对 值 为 
М, =3kN • т 

(2) 截面 几何 性 质 的 确定 。 
查 型 钢 表 得 І. = 155ст'. 
中 性 轴 到 上 下 边缘 的 距离 分 别 为 y 一 96 一 24. 4 二 71. 6mm, у, =24. 4mm, 
(3) 校 核 强度 。 
D、B 截面 均 为 可 能 的 危险 截面 ， 根 据 正 应 力 公 式 
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=: 
在 DD 截面: 
орм, = 5-35 XION mX24.4X10 т.о. 6X 10°Pa=28. 6MPa<[o,]=60MPa 





455Х107%ш" 


ки а, 
5. 33 <10-М№ * mX71. 610 m83, gx10'pa=83, ЭМРа<[0,]=100МРа 























= 155Х107°п' 
ДЕ В КІШІ 
ез "з 
4-10 Халы ды 10 т 47. оу үре ра= 47, 2MPa<[o,]=60MPa 
н z 
a! m = 0 ешн 110 тї 16, 1X10°Pa=16. 1МРа<[а,)=100МРа 
所 以 该 梁 强度 足够 。 


СА) 若 将 此 截面 倒 兽 ， 则 全 梁 最 大 拉 应 力 发 生 在 D 截面 的 下 边缘 。 
ох 00, =83. 9МРа2[а, ]=60МРа 
全 梁 最 大 压 应 力 发 生 在 B 截面 的 下 边缘 。 
белш» =0Ё ых =А7. 2МРа<[2:]= 100МРа 
所 以 ， 此 梁 倒 移 时 不 满足 强度 条 件 。 
【例题 5.5] 图 示 外 伸 梁 用 型 钢 制 成 ,已 知 [oj] 二 160MPa， 试 按 弯 有 曲 正 应 力 强度 选择 工 字 
钢 的 型 号 。 


(b) 





15kN-m 


例题 5.5 图 


解 : (1) 求 梁 的 最 大 弯 和 矩 。 作 梁 的 弯 和 矩 图 ， 如 图 (c) 所 示 ， 可见，A 截面 处 弯 矩 绝对 值 

最 大 ， 所 以 截面 A 为 危险 截面 ， 其 弯 和 矩 ( 绝 对 值 为 
Мы =15kN + т 

(2) 设计 梁 的 截面 。 如 图 所 示 ， 工 字形 截面 关于 中 性 轴 对 称 ， 故 截面 A 上 下 边缘 各 点 
均 为 此 梁 的 危险 点 。 根 据 弯 曲 正 应 力 强度 条 件 可 得 梁 所 必需 的 抗 杰 截面 系数 为 
Мык _ 15Х10#М+ m 
[o] 160Х10°М/т 

查 型 钢 规 格 表 ， 有 STFA. HIREA МУ. = 102 10‘ mm, CAK FERRE 
算 所 得 的 WW: 值 ， 所 以 选用 14 号 工 字 钢 能 满足 强度 要 求 。 





„> =0.094X10 т! = 94 X 10* mm’ 
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== 
【例题 5.6 】 如 图 所 示 TERHERE., 已 知 a 二 2m; 梁 横 截面 形 心 至 上 边缘 、 下 边缘 的 
距离 分 别 为 y 一 82mm，y; 一 138mm; 截面 关于 中 性 轴 的 惯性 矩 I 二 39.7X10'mm’*; $ 
铁 材 料 的 许 用 拉 应 力 [o.] 一 40MPa, 许 用 压 应 力 [c.]= 100MPa。 试 求 此 梁 的 许 用 
Жән CF]. 









ES 





БЫЗ 
ШУ 





tb) 





2F(N:m) 


例题 和 6 图 
解 : (1) 求 截面 的 最 大 弯 矩 。 首 截面 的 弯 矩 图 如 图 (c) 所 示 ， 可 见 ， 最 大 负 变 和 矩 位 于 也 
截面 上 ， 最 大 正 弯 和 矩 位 于 С 截面 上 ,其 弯 矩 绝对 值 分 别 为 
Ms=2F, МР. 
(2) 求 梁 的 许 用 载荷 : 
由 横 截 面 的 尺寸 可 知 ， 中 性 轴 到 上 、 下 边缘 的 距离 分 别 为 
yı =82тт, у; = 138тт 


ВА Ау R EDERREK E R ЕШ М. ЖАР. ААА 25 E AA E Р 


БЕШИ ИНЕ ГЕЙ ШИ, (Нн 272: = 52-124. 10, Miek 被 而 还 是 C R 
面 ， 其 强度 均 由 最 大 拉 应 力 控制 。 因 此 ， 分 别 求 出 截面 B 和 截面 C 上 的 最 大 拉 应 力 ， 由 
拉 应 力 强度 条 件 确定 许可 载 区。 

对 B 截面 ， 最 大 拉 应 力 发 生 在 截面 的 上 边缘 处 ， 其 强度 条 件 为 


Mryı _2F(N * ш)Х82Х107%т : 
А, е 本 A0X 10° 
Селая 1. 397108107 <= [о,]=40Х10°*Ра 








计算 得 
F<9. 68х10" N=9. 68kN 
对 C 截面 ， 最 大 拉 应 力 发 生 在 截面 的 下 边缘 处 ， 按 其 强度 条 件 


-у» . «107° 
Мсу:. F(N • т) Х138Х10 шыр, 


баты” сар 39.7X10° X10 m" 1=1010%а 








计算 得 
85 [ 
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F<11.5X10 N=11. 5kN 
取 其 中 较 小 者 ， 即 得 该 梁 的 许 用 载荷 为 [F]=9. 68kN。 





53 ” 梁 的 弯曲 切 应 力 及 其 强度 条 件 


人 模 力 弯曲 时 ， 横 截面 上 将 存在 与 剪 力 有 关 的 弯曲 切 应 力 。 一 般 地 ， 横 截面 上 弯曲 切 应 
力 的 分 布 情况 比 弯曲 正 应 力 的 分 布 情况 要 复杂 得 多 ,因此 对 由 剪 力 引起 的 弯曲 切 应 力 ， 不 
再 用 几何 、 物 理 和 静 力 学 关系 进行 推导 ， 而 是 在 确定 弯曲 正 应 力 公 式 仍 然 适用 的 基础 上 ， 
假设 切 应 力 在 横 截 面 上 的 分 布 规律 ， 然 后 根据 平衡 条 件 得 出 弯曲 切 应 力 的 近似 计算 公式 。 
由 于 切 应 力 的 分 布 规律 与 梁 的 横 截 面 形 状 有 关 ， 因 此 下 面 针对 工程 中 常见 的 几 种 截面 
形状 的 粱 分 别 加 以 讨论 ， 介 绍 对 称 弯曲 时 横 截 面 上 的 弯曲 切 应 力 的 计算 ， 重 点 介绍 最 大 切 
应 力 的 计算 ， 并 建立 相应 的 强度 条 件 。 


ЕТІ Бевара TANI 


图 :5.7 所 示 一 高 为 h， 宽 为 b AKE JE iR 
梁 。 在 纵向 对 称 面 zy 内 承受 任意 载荷 作用 。 梁 
的 任意 横 截 面 的 剪 力 Fs 皆 与 对 称 轴 y 重合 ， 对 
弯曲 切 应 力 沿 横 截面 的 分 布 规律 作 如 下 假设 : 

(1) 横 截 面 汗 各 点 处 的 切 应 力 皆 平行 于 剪 
J Е, 或 截面 侧 边 上 

ОХ МУАЯН, ВЕ 
и 5,7, 性 辅 等 远 的 各 点 处 的 切 应 力 相 等 。 

由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ， 在 横 截 面 两 侧 边缘 的 各 点 处 ， 切 应 力 一 定 平行 于 侧 边 ， 当 
h>b mt. 沿 截面 的 宽度 方向 切 应 力 的 大 小 和 方向 不 会 有 显著 的 变化 ， 按 上 述 假设 得 到 的 
解答 与 精确 值 相 比 有 足够 的 准确 度 。 下 面 进一步 分 析 切 应 力 沿 截面 高 度 的 变化 规律 。 

用 mm 一 m 和 n 一 n 两 个 横 截 面 从 梁 中 取出 dz 段 ， 且 微 段 上 无 载荷 作用 ， 那么 两 截面 上 
具有 相同 的 剪 力 Fs。 按 照 前 述 两 个 假设 . 在 微 段 梁 左 、 右 两 侧 横 截 面 上 距 中 性 轴 等 高 的 
对 应 点 处 ， 切 应 力 大 小 相等 ， 以 r(y) 表 示 。 而 两 截面 上 有 不 同 的 弯 矩 M、M 十 dM， 下 应 
力 不 等 ， 可 分 别 用 ons o, 表示 ,截面 上 的 oc 和 < 的 分 布 如 图 5. 8(b)。 青 用 一 距 中 性 层 为 y 
的 水 平 截 面 p 一 g ЖЫ АБ Ж. 取 其 下 部 的 微 块 研究 ， 因 横 截 面 上 距 中 性 轴 为 y 的 各 
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(с) в) 














点 处 的 切 应 力 т (y)， 根 据 切 应 力 互 等 定理 ， 在 微 块 的 水 平 截面 pa 上 作用 着 均匀 分 布 且 
与 r(y) 大 小 相等 的 切 应 力 " ， 研 究 微 块 的 平衡 ， 微 块 顶 面 上 相 切 的 内 力 系 的 合力 与 微 块 下 
部 两 横 截面 上 的 弯曲 正 应 力 所 构 成 的 轴 向 合力 使 微 块 下 部 满足 轴 向 平衡 方程 ， 即 

УЕ, =0 








微 块 顶 面 上 切 向 内 力 系 的 合力 为 
dFs=r'bdr=r(y)bdx 
设 微 块 下 部 模 截 面 mp RIRH ng HERAA. MERRE mp 上 的 法 向 微 内 力 
andA 的 合力 FS, 为 


ғ-| .mda=| | Муад-М ‚ у*4А=М; 
A Т А І.ЈА Т. 





式 中 ，y 为 微 块 横 截 面 的 微 面积 dA 到 中 性 轴 的 距离 ; 5: -Г. У ФА 为 距 中 性 轴 为 > 的 横 


线 以 下 面积 A 对 中 性 轴 之 静 矩 。 
同 理 ， 在 微 块 的 模 截面 ng 上 作用 的 微 内 力 o, dA 所 组 成 的 合力 Е 为 


Få, -| a м+ам;. 
А : 


将 以 上 分 析 结 果 代 入 平衡 方程 得 
ФЕРЕ Е =0 


_м+амс іх 


Mo. 
200042775: г 


0 
于 是 有 
dMs: Fs: А 

Б ть ы 
Ж. Fs 为 横 截面 上 的 前 力 ; b 为 所 求 点 处 截面 宽度 ; 1. 为 整个 横 截 面 对 中 性 轴 的 惯性 
Ж; Si 为 ， 处 截面 宽度 一 侧 部 分 截面 对 中 性 轴 的 静 矩 。 式 (5 - 14) 就 是 矩形 截面 梁 横 截面 
上 任 一 点 弯曲 切 应 力 计算 公式 。 

对 矩形 截面 ， 由 图 5. 9(a) 有 


5% 4% h 1(Һ Ьүл? 4 
4-Аж-Ң2-9)«2(4-9-3(%-У) 

其 值 随 所 求 点 距 中 性 轴 的 距离 y 的 

不 同 而 改变 。 

将 上 式 及 = Аз = М), 得 
wiel) (5-15) 
这 说 明 矩 形 截面 梁 横 截面 上 切 应 力 r 
沿 截面 高 度 按 抛物 线 规律 分 布 ， 如 图 5.9 
(b) 所 示 。 在 横 截 面 上 下 边缘 各 点 处 (> 一 
+Ал/2), SAUEN z=0。 随 着 距 中 性 轴 图 5.9 
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的 距离 у 的 减 小 ，r 逐渐 增 大 。 在 中 性 轴 上 各 点 处 (y= 二 0)， 弯 曲 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 


pb 
ыл (5-16) 


дир. А = ӘЖЕНІ. ШЖ пш. JER ERAK S iA A ЖЕТЕ ЙК ЕУ) 
值 的 1.5 售 。 

对 比 精确 分 析 的 结果 可 知 ， 对 于 h 比 5 大 得 多 的 矩形 截面 , 式 (5 - 16) 的 计算 结果 是 
足够 精确 的 ， 当 ==5 时 ,误差 达到 13%; (8 4 л = 20 时 ， 所 得 的 zx 值 略 偏 小 ， 误 差 仅 
约 为 3%。 

以 上 分 析 表 明 ， 和 矩形 截面 梁 弯 曲 切 应 力 方向 与 前 力 平行 ， 大 小 沿 截 面 宽度 不 变 ， 沿 高 
度 呈 抛 物 线 分 布 。 

工 字形 、 丁 形 等 薄 壁 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 
对 工 字形 、T 形 等 截面 ， 其 截面 由 上 、 下 辟 缘 与 腹 板 所 组 成 。 由 于 腹 板 为 狭长 矩形 ， 


所 以 可 得 到 与 矩形 截面 上 切 应 力 同样 的 分 布 规律 的 假设 腹 板 上 各 点 处 的 弯曲 切 应 力 e A 
向 与 Fs 一 致 ， 沿 厚度 均匀 分 布 ， 因 此 可 导出 同样 的 切 应 力 计算 公式 ， 即 


көте (5-17) 
Ж. S: 为 ， 处 横 线 一 侧 的 部 分 面积 对 中 性 轴 的 静 矩 ，L- 为 整个 截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ， 
а 为 所 求 点 处 腹 板 的 厚度 。 
用 式 (5 -17) 计 算 腹 板 上 距 中 性 轴 为 у 处 的 弯曲 切 应 力 ，S: 为 图 5. 10 中 阴影 线 部 分 
的 面积 对 中 性 轴 的 静 矩 ， 其 值 为 
5: =b) R(x) 
则 腹 板 上 处 切 应 力 为 


w» Le ЗЕ »)] (5-18) 









































Tmin 





(b) (с) 
图 5.10 

可 见 腹 板 上 切 应 力 沿 高 度 按 抛物 线 规律 分 布 ， 截面 上 最 大 弯曲 切 应 力也 发 生 在 中 性 轴 
上 各 点 处 。 以 у=0 代入 式 (5 -18) 得 
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Tmax 一 


ADH- —4)һ* 1 (5-19) 


在 腹 板 与 翼 缘 的 交界 处 ， 切 应 力 最 小 ,以 у=:Еһ/2 代入 式 (5 -14) 得 


Tmin 一 





шен =] (5-20) 


比较 式 (5- 19) 与 式 (5- 20) 可 见 ， 当 腹 板 厚 度 远 小 于 辟 缘 宽度 时 ， 最 大 切 应 力 与 最 小 

应 力 的 差 值 很 小 ,因此 ， 也 可 以 将 腹 板 上 切 应 力 视 为 均匀 分 布 ， 若 以 图 中 应 力 分 布 图 的 

积 乘 以 腹 板 厚度 ， 即 得 腹 板 上 的 总 剪 力 。 计 算 结果 表明 ， 发 生 在 腹 板 部 分 切 应 力 的 合力 
95 儿 一 97 站 ， 因 此 横 截 面 上 的 剪 力 Fs 几乎 全 部 为 腹 板 部 分 来 承担 。 于 是 近似 
认为 腹 板 上 切 应 力 均匀 分 布 ， 则 





在 小 缘 上 ， 切 应 力 的 分 布 情况 略为 复杂 ， 因 愤 缘 所 承担 的 上 只 有 很 小 一 部 分 剪 力 ， 所 以 
1. 力 必 然 小 于 腹 板 上 的 切 应 力 ， 强 度 设计 时 一 般 不 予 考虑 。 顺 便 指 出 ， 工 字 
等 愤 缘 的 全 部 面积 都 集中 在 离 中 性 轴 较 远 处 每 一 点 的 弯曲 正 应 力 数值 都 比较 大 ， 所 
愤 缘 负担 了 截面 上 的 大 部 分 弯 和 矩 。 
ТЕПЕ. REMA 5. 11(а) М, 其 腹 板 上 的 弯曲 切 应 力 沿 腹 板 高 度 也 为 抛物 线 
分 布 ， 如 图 5. 11(b) 所 示 ， 上 下 边缘 处 点 的 切 应 力 为 零 ， 最 大 切 应 力 发 生 在 中 性 轴 处 ， 踊 
缘 上 切 应 力 分 布 较 复 杂 也 较 小 ， 一 般 不 予 考虑 。 




















(b) (с) 


圆 截 面 梁 的 弯曲 切 应 力 


对 于 图 5. 12 所 示 直 径 为 d 的 圆 形 截面 ,截面 上 各 点 的 切 应 2. Fs. 
由 切 应 力 互 等 定理 可 知 ， 横 截面 周边 上 各 点 处 弯曲 切 应 力 必 与 周边 相 切 ， 故 在 横 截 面 上 除 
竖 直 对 称 轴 及 中 性 轴 上 各 点 外 ， 其 余 各 点 rnt Fs。 研 究 表明 ， 
此 横 截面 上 同一 高 度 各 点 的 切 应 力 汇 交 于 一 点 ,其 竖 直 分 量 沿 截面 宽度 相等 ， 沿 高 度 呈 抛 
物 线 变 化 。 最 大 切 应 力 发 生 在 中 性 轴 上 ， 各 点 切 应 力 大 小 相等 ， 方 向 平行 于 剪 力 Fs， 对 
rm 来 说 ， 就 与 对 矩形 截面 所 作 的 假设 完全 相同 ， 其 大 小 可 直接 利用 式 (5- 14) 计 算 ， 即 


peT pa 




















(5 – 21) 
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(b) 


图 5.12 


由 此 可 见 ， 圆 形 截面 上 的 最 大 弯曲 切 应 力 为 其 平均 值 的 1. 33 信 ， 与 精确 分 析 的 结果 


相 比较 ， 这 里 得 出 的 rw* 值 略 偏 小 ， 但 误差 不 超过 4%. 


я. 


综 上 所 述 ， 模 力 弯曲 时 ， 横 截面 上 与 剪 力 相应 的 弯曲 切 应 力 沿 高 度 非 均 匀 分 布 ， 并 
除了 宽度 在 中 性 轴 处 显著 增 大 的 截面 或 某 些 特殊 情况 如 正方 形 截面 沿 对 角 线 加 载 ， 以 


及 次 形 、 三 角形 截面 外 ， 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 总 是 发 生 在 中 性 轴 上 各 点 处 。 需 要 说 明 ， 
计算 横 截 面 上 的 弯曲 切 应 力 时 ， 可 以 不 考虑 计算 式 中 各 项 的 正 负 号 ， 以 绝对 值 计 算 ， 而 最 
大 弯曲 切 应 力 的 方向 由 该 截面 上 的 剪 力 方向 确定 * 二 者 方向 相同 。 

【例题 5.7】 & Т 形 截面 外 伸 梁 由 相同 材料 的 两 部 分 胶合 而 成 ， 梁 的 截面 尺寸 及 受 力 如 
图 所 示 ， 求 梁 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 及 胶合 面 上 的 切 应 力 s 
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4-20кһ/т 
А А | с 


4m lm 





例题 5.7 图 


解 : (1) 确定 截面 几何 性 质 。 以 下 底 边 作为 参考 轴 确 定形 心 位 置 ， 有 


хе 120mmX20mmX60mm 十 80mmX20mmX130mm _ ggm 
> А, (120+80)mmX 20mm 


20mmX 120: пат” 
12 


+20mmX 120mm X 287 тт“ 一 7. 64 X 10° тт! = 7. 64X 10-* т! 








_ 80mmX 20° пат 


1. +20mm X 80mm X 42° тт 十 


88mm 


P 性 轴 处 : Sim = 20mm X 88mm X 一 7 — 7. 74 10 mm = 7. 74 107°? 


胶合 面 处 : 5: =20mmX80mmX42mm=6. 72 10 тт! =6. 72 107° тї 
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D 作出 梁 的 剪 力 图， 梁 的 最 大 剪 力 发 生 在 В, 截面 ，Fs. 一 43kN。 

СЗ) 梁 截 面 及 胶合 面 上 的 最 大 切 应 力 均 发 生 在 В, 截面 上 ， 由 切 应 力 计算 公式 
Е;8: 

Tb 

得 бы мас сл 21. 78X 10°Pa=21. 8MPa 
43X10°NX6. 72X10 m? 
7. 64X107fm' Х20Х107%т 
【例题 5.8) 如 图 所 示 和 矩形 截面 简 支 梁 在 跨 中 截面 受 一 集中 载荷 FE. 试 比 较 梁 内 最 大 
弯曲 正 应 力 与 弯曲 切 应 力 。 








т= 











Ыы = 18. 91 X 10°Pa=18. 9МРа 
































12 12 
例题 15 3 图 
解 : КУН УК У HAMA 
MH, в... = Ё 


则 梁 内 最 大 弯曲 正 应 力 为 
Мы _ ЕА: ЗЕ! 











ома ур ОСЫ Фр? 
最 大 切 应 力 为 
Қы ЗЕ 
Tm 2 bh 4 


所 以 ,两 者 的 比值 为 





ЗЕІ/ _ (1 

3F/4bh -4(1 ) 

由 此 可 见 ， 对 细 长 梁 而 言 , 跨度 /远大 于 其 截面 高 度 ， 即 梁 的 弯曲 正 应 力 远大 于 弯 
切 应 力 ， 所 以 弯曲 正 应 力 是 主要 的 。 


анла 


由 上 述 分 析 可 见 ， 等 直 梁 在 横 力 弯曲 时 ， 最 大 弯曲 切 应 力 re 一 般 发 生 在 最 大 剪 力 
.mx 所 在 截面 ( 称 为 危 ЕИО ЕНИ ВОДЕ, 其 计算 的 统一 公式 为 


(5 – 22) 


RP, Е. МОЛ ИЯ; Slm H P PE h — {ЮА Р РЕН ИО Ж ОЧ Р Ж! 
Ж. RP 工 /S:x 可 以 从 型 钢 规格 表 中 查 到 ): 1. 为 横 截 面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ; 2 ут, 
截面 的 宽度 。 
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ХРА ТАТ, г... ЕТЕ ЧЕН Е. РАСЕ МЕНИН. г. Ж-Е ЕТЕНЕ 
Е. 

由 于 中 性 轴 上 各 点 处 的 弯曲 正 应 力 为 零 ， 故 最 大 弯曲 切 应 力 所 在 中 性 轴 上 各 点 均 处 于 
纯 剪 切 应 力 状态 ， 相 应 的 强度 条 件 为 梁 内 的 最 大 工作 切 应 力 rw* 不 得 超过 材料 在 纯 剪 切 时 
的 许 用 切 应 力 Се]. Вр 











(5-23) 


梁 的 切 应 力 强 度 条 件 同样 可 以 进行 强度 校 核 、 设 计 截 面 和 求 许 用 载荷 三 方面 的 计算 。 

对 细 长 梁 而 言 ， 强 度 控 制 因素 ,通常 是 弯曲 下 应力， 一 般 只 需 按 正 应 力 强 度 条 件 进行 
强度 计算 即 可 ， 不 需要 对 弯曲 切 应 力 进行 强度 校 核 。 只 在 下 述 情况 下 ， 才 进行 弯曲 切 应 力 
强度 校 核 ， 

(1) 梁 的 跨度 较 短 或 在 梁 的 支 座 附近 作用 较 大 的 载荷 , 以致 梁 的 弯 矩 较 小 ， 而 剪 力 颇 
大 ， 此 时 梁 内 弯曲 切 应 力 的 数值 可 能 较 大 。 

(2) 锦 接 或 焊接 的 工 字形 梁 ， 如 腹 板 较 薄 而 截面 高 度 较 大 ， 以 致 厚度 与 高 度 的 比值 小 
于 型 钢 的 相应 比值 时 ， 应 对 腹 板 和 焊 缝 进行 切 应 为 校 核 。 

(3) 木 梁 ， 其 顺 纹 方向 的 抗 前 强度 很 低 , 数值 不 大 的 切 应 力 可 能 引起 破坏 。 

正 应 力 的 最 大 值 发 生 在 横 截面 的 上 下 边缘 ,该 处 的 切 应 力 为 零 ， 切 应 力 的 最 大 值 一 般 
发 生 在 中 性 轴 上 ， 该 处 的 正 应 力 为 零 梁 的 0 和 zt, 一 般 不 在 同一 位 置 ， 所 以 可 分 别 建 
立正 应 力 强 度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 ， 对 于 横 截 面 上 其 余 各 点 ， 将 同时 存在 正 应 力 和 切 应 
力 ， 也 有 可 能 成 为 危险 点 ， 这 些 点 的 强度 计算 ， 应 按 强度 理论 计算 公式 进行 。 
【例题 5.9】 一 工 字形 截面 外 伸 梁 ,尺寸 及 载荷 如 图 所 示 ,， 已 知 材料 Ге] = 160МРа, 
[rj 二 100MPa， 试 选择 工 字 钢 的 型 号 。 





(b) 








20kN-m 
(4) 


例题 5.9 图 





Ж. (1) 作出 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 分 别 如 图 (c)、 图 (d) 所 示 。 
(2) 按 正 应 力 强度 条 件 初 选 ， 得 


М] 





Omax 一 


Max _ 20X10°N * m 
[cj 160x10 N/m 
查 型 钢 表 有 16 号 工 字 钢 ， 其 三 -=1.41X10 ms:， 略 大 于 要 求 值 。 
G) 校 核 切 应 力 强 度 条 件 。 全 梁 最 大 剪 力 发 生 在 ВС 段 ， 则 最 大 切 应 力 发 生 在 这 些 截 
面 的 中 性 轴 处 。 
查 型 钢 表 知 16 号 工 字 钢 的 1/52... = 13. 8cm, d=6mm, 
代入 切 应 力 强度 条 件 式 ， 得 
Рел Әә 20Х10%М 
4 13.8Х107®тХх6Х107*т 


该 梁 满足 切 应 力 强度 条 件 ， 故 可 选 16 号 工 字 钢 。 


5. 4 提高 梁 林 曲 强度 的 措施 


对 于 细 长 梁 ， 控制 梁 的 弯曲 强度 的 主要 因素 是 梁 横 截 面 上 的 弯曲 正 应 力 。 由 梁 的 强度 
<[o] 知 : 提高 梁 的 强度 就 是 设法 降低 槛 截面 上 的 正 应 力 数值 。 因 此 工程 


上 ЕТСІЗ 模 截 面 的 形状 和 尺寸 及 梁 所 用 材料 等 相关 的 以 下 几 方 面 采取 措施 


合理 布置 梁 上 的 载荷 和 调整 梁 的 支 座 位 置 ， 可 改善 梁 的 受 力 状 况 ， 使 梁 的 最 大 弯 和 矩 变 
小 ， 达 到 提高 弯曲 强度 的 目的 。 

合理 布置 梁 上 的 载荷 ， 主 要 是 将 作用 在 梁 上 的 一 个 集中 力 用 分 布 力 或 者 几 个 比较 小 的 
集中 力 代替 。 图 5. 13(a) 所 示 的 梁 的 中 点 承受 载荷 的 简 支 梁 ， 最 大 弯 矩 Ms= FL/4。 如 果 
将 集中 力 变 为 梁 的 全 长 上 均匀 分 布 的 载荷 ,载荷 集 度 с Е/І. ШІН 5.13(b) 所 示 ， 这 时 ， 
梁 上 的 最 大 弯 和 矩 变 为 Ms=FL/8; 在 梁 的 中 部 设置 一 长 为 /2 的 辅助 梁 ， 如 图 5. 13(c) 所 
示 ， 则 梁 的 最 大 弯 矩 将 降低 一 半 。 

在 某 些 允许 的 情形 下 ， 改 变 加 力 点 的 位 置 ， 使 其 靠近 支 座 ， 图 5. 14(a) 也 可 以 使 梁 内 
的 最 大 弯 和 矩 有 明显 的 降低 。 

调整 粱 的 约束 ， 主 要 是 改变 支 座 的 位 置 ， 使 支 座 间 的 跨度 减 小 ， 可 降低 梁 上 的 最 大 弯 
矩 数值 。 例 如 ， 图 5. 13(b) 所 示 的 承受 均 布 载荷 的 简 支 梁 ， 最 大 弯 矩 М... 二 ql/8， 如 果 将 
支 座 向 中 间 移 动 0. 2/， 如 图 5. 14(b) 所 示 ， 这 时 ， 梁 内 的 最 大 弯 矩 变 为 Ma 二 gl/40， 与 
图 5. 13(c) 所 示 支 座 布 置 比较 ， 载 荷 可 提高 四 倍 ， 但 是 随 着 支 座 向 梁 的 中 点 移动 ， 梁 中 间 
截面 上 的 弯 矩 逐渐 减 小 ， 而 支 座 处 截面 上 的 弯 和 矩 却 逐 渐 增 大 。 最 好 的 位 置 是 使 梁 的 跨 中 鹤 
面 上 的 最 大 正 弯 矩 正好 等 于 支 座 处 截面 上 的 最 大 负 弯 矩 。 如 门 式 起 重 机 大 粱 和 锅炉 简体 ， 
其 支 座 不 在 两 端 而 略 靠 中 间 ， 即 能 降低 由 载荷 和 自重 所 产生 的 最 大 弯 和 矩 。 
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МЫ Н. и ТІЗЕДЕ ЕТЕ РЕТТЕ АТУЫ Р й ДЕ Ж У E 
ЖК. РА ЕНШ ЖЖ. ҢА ЖА. 429945221. АЛАН А ERA 
效 的 。 


合理 截面 形状 
М. 


НЕВЕ ЛУ ЗАА РР о... рро) 得 ，M。w<<[oJW.， 可 见 W. 越 大 ， 梁 承受 


的 弯 矩 就 越 大 。 但 是 ， 梁 的 横 截 面 面 积 有 可 能 随 着 W. 的 增加 而 增加 ， 这 意味 着 要 增加 材 
料 的 消耗 量 和 自重 。 所 以 就 需要 采用 合理 截面 ， 在 横 截 面 面 积 相同 的 情况 下 ， 改 变 截面 形 
状 以 增 大 抗 弯 截面 系数 W.， 使 横 截 面 的 W./A 数值 尽 可 能 大 ， 从 而 达到 提高 弯曲 强度 的 
目的 。 而 各 种 截面 的 合理 程度 ， 可 用 抗 弯 截面 系数 与 截面 面积 的 比值 来 衡量 ,W./4 比值 
愈 大 ， 则 截面 的 形状 就 越 合理 。 常 见 截面 的 W./A 列 于 表 5. 1 中 。 


表 5.1 常见 截面 的 W:/4 值 





























截面 形状 ж 形 圆 形 ж 钢 工 8 
w. е А 7 
А 0. 167h 0.1254 (0. 27~0. 31)h (0. 27 一 0. 31)h 
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从 表 中 所 列 数 值 看 出 ， 工 字形 或 槽 钢 比 矩形 截面 经 济 合理 ， 和 矩形 截面 比 圆 形 截面 经 济 
合理 。 这 是 因为 一 般 截 面 的 抗 弯 截面 系数 与 截面 高 度 的 平方 成 正比 ， 所 以 面积 相同 的 情况 
下 ， 有 较 多 面积 远离 中 性 轴 的 截面 形状 其 W. 一 定 大 。 平 面 弯曲 时 ， 梁 的 横 截 面 上 的 正 应 
力 沿 截面 高 度 方向 线性 分 布 ， 离 中 性 轴 越 远 的 点 ， 正 应 力 越 大 ， 中 人 性 轴 附 近 的 各 点 2 
很 小 。 当 离 中 性 轴 最 远 的 点 的 正 应 力 达 到 许 用 应 力 值 时 ， 中 性 轴 附 近 的 各 点 的 正 应 力 还 远 
远 小 于 许 用 应 力 值 。 因 此 ， 横 截面 上 中 性 轴 附 近 的 材料 不 能 充分 发 挥 作用 。 为 了 使 这 部 分 
材料 得 到 充分 利用 ， 在 不 破坏 截面 整体 性 的 前 提 下 ， 可 以 将 横 截 面 上 中 性 轴 附 近 的 材料 移 
到 距离 中 性 轴 较 远 处 ， 从 而 形成 合理 截面 。 工 程 结构 中 常用 的 工 字形 、 箱 形 截面 钢 染 、 房 
屋 建 筑 中 的 楼 板 采 用 的 空心 圆 孔 板 等 ， 都 是 采用 合理 截面 的 例子 。 

在 选择 截面 的 合理 形状 时 ， 还 应 全 面 考 虑 粱 的 受 力 情 况 及 材料 特性 的 因素 。 对 于 由 塑 
料 材料 制 成 的 梁 ， 因 拉 伸 与 压缩 的 许 用 应 力 相 同 ， 宜 采用 中 性 轴 为 对 称 轴 的 截面 ， 如 夭 
形 、 圆 形 及 工 字形 等 ， 这 样 可 使 截面 上 、 下 边缘 处 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应力 数 值 相等 ， 
同时 接近 许 用 应 力 。 对 于 许 用 拉 应 力 远 小 于 许 用 压 应 力 的 脆性 材料 ， 宜 采用 中 性 轴 为 非 对 
称 轴 的 截面 ， 如 工 形 、 槽 形 等 ， 并 注意 结合 梁 的 受 力 情况 及 材料 的 力学 性 质 ， 合 理 放置 截 
面 ， 使 最 大 拉 应 力 发 生 在 离 中 性 轴 较 近 的 边缘 处 ,/ 如 图 5. 15 所 示 的 一 些 截面 。 对 这 类 截 
面 ， 如 能 使 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 同时 接近 许 用 应 力 ， 则 是 最 理想 的 。 此 时 yi 和 y 之 


比 应 满足 下 列 关系 : 
шш -pa pn- ж. [а] 
Ge m S, ПЕ Уг Ел 


WP, yi 和 ye 分 别 为 最 大 接应 力 与 最 大 压 应 力 所 在 点 至 中 性 轴 的 距离 ; [rc] 和 Co] 分 
别 为 拉 伸 和 压缩 的 许 用 应 力 。 
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В 5.15 


在 确定 梁 的 截面 形状 与 尺寸 时 ， 除 应 考虑 弯曲 正 应 力 强度 条 件 外 ， 还 应 考虑 弯曲 切 应 力 
强度 条 件 ， 如 工 字形 、 盒 形 、T 形 与 槽 形 等 薄 壁 截面 当时， 应 注意 使 腹 板 具有 一 定 厚度 。 


5.4.3 变 截面 梁 








一 般 的 强度 计算 是 以 危险 截面 的 最 大 弯 矩 M, 为 依据 的 ， om = Мег], м.> 


т 这 样 设计 的 是 一 等 截面 粱 。 而 梁 内 的 弯 和 矩 是 不 同 的 ， 只 有 在 弯 抢 为 最 大 值 的 截面 
上 ， 最 大 应 力 才 接近 许 用 应 力 ， 其 余 各 截面 上 弯 矩 较 小 ， 应 力也 就 较 低 ， 材 料 没有 充分 利 
， 这 显然 是 不 经 济 的 。 为 了 节约 材料 ,减轻 自重 ,往往 根据 梁 的 受 力 情况 ,使 抗灾 截面 
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系数 随 弯 矩 而 变化 ， 设 计 变 截面 染 ， 即 在 弯 矩 较 大 的 截面 采用 较 大 的 尺寸 ,在 弯 矩 较 小 的 
截面 采用 较 小 的 尺寸 。 最 理想 的 变 截面 梁 是 使 每 个 截面 上 的 最 大 正 应 力 都 同时 达到 许 
力 ， 据 此 设计 的 变 截面 粱 是 最 合理 的 ， 称 为 等 强度 梁 。 

据 等 强度 梁 的 要 求 ， 应 有 





























日 应 





бақ” = 5 =[21 





М(х) 

[е] 

这 就 是 等 强度 梁 的 WW.(z) 沿 梁 轴 线 变化 的 规律 。 

图 5. 16 MIRRE h RE, 宽度 变化 的 矩形 截面 悬臂 梁 ， 若 设计 成 等 强度 梁 ， 则 其 宽 
度 随 截面 位 置 的 变化 规律 wz)， 可 按 正 应 力 强 度 条 件 确定 ， 对 抗 拉 与 抗 压 强度 相同 的 材 
料 ， 只 需 考虑 应 力 的 大 小 ， 故 有 


则 可 得 了 wz) 二 























Мо) Еа 
=з 2-5 = 
беу (ту БС ОЗ 
| бЕ 
| == 
жа (2) ГЕР 


可 见 ， 宽 度 5(z) 应 按 直线 规律 变化 ， 如 图 :5..16(b) 所 示 。 但 在 靠近 自由 端 处 ， 不 满足 
切 应 力 强度 条 件 ， 应 修改 设计 ， 由 切 应 力 强 度 条 件 确定 截面 的 最 小 宽度 bi o 
УЗЕ. ЗЕ 3 

2А banh X 


求 得 „=з 

所 以 需 将 自由 端 附近 的 截面 宽度 修改 成 图 5516(b) 所 示 的 虚线 形状 。 若 将 此 梁 沿 截面 
宽度 切割 成 若干 狭 条 然后 又 合 并 给 予 预 晶 率 ， 就 可 以 得 到 支承 载重 汽车 及 铁路 列车 车 厢 
且 起 减 振作 用 的 县 板 弹 得 。 

考虑 到 加 工 的 困难 以 及 结构 和 工艺 上 的 要 求 等 ， 工 程 实 际 中 一 般 采 用 的 是 近似 达到 等 强 
度 要 求 而 外 形 较 简单 、 制 造 较 容易 的 变 截 面 粱 。 例 如 ， 工 业 厂 房 中 的 鱼 腹 式 吊车 粱 、 房 屋 结 
构 中 阳台 挑 梁 [ 见 图 5. 17(a)] 以 及 摇 臂 钻床 的 摇 臂 和 机 械 中 阶梯 传动 轴 [ 见 图 5. 17(b)] 等 
都 是 近似 等 强度 梁 。 


H ТЕ | 








Созу 

















图 5.16 图 5. 17 
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本 章 仅 针对 平面 弯曲 问题 。 

两 个 变形 假设 (平面 假设 和 纵向 纤维 互 不 挤 压 假设 ) 以 及 由 此 导出 的 弯曲 正 应 力 公 式 仅 
严格 适用 于 纯 弯曲 梁 , 但 也 可 近似 用 于 横 力 弯 曲 下 的 细 长 梁 (长 高 比值 不 小 于 5) 。 

梁 弯 曲 时 各 横 截 面 绕 中 性 轴 相 对 转动 。 横 截面 的 中 性 轴 为 垂直 于 荷载 作用 面 的 形 心 主 
轴 。 所 有 横 截 面 的 中 性 轴 构 成 了 中 性 层 ， 中 性 层 一 侧 的 纵向 纤维 伸 长 ， 另 一 侧 的 缩短 。 
粱 弯曲 时 ， 横 截面 上 距离 中 性 轴 у 处 的 由 式 (5 - 4) 或 式 (5 - 8) 求 取 ， 正 应 力 沿 垂直 于 
中 性 轴 的 方向 按 线性 分 布 ， 在 中 性 轴 上 取 零 值 ， 中 性 轴 两 侧 最 远 的 点 分 别 取 最 大 与 最 小 
(代数 ) 值 。 当 中 性 轴 为 横 截 面 对 称 轴 时 ， 最 大 拉 、 压 应 力 夫 小 相等 ， 可 由 式 (5 - 5) 或 
式 (5-10) 求 取 。 

梁 横 力 弯 曲 时 ， 横 截面 上 与 剪 力 同 向 的 切 应 力 。 通常 沿 垂直 于 中 性 轴 的 方向 按 抛物 线 
分 布 ， 通常 在 中 性 轴 上 取 最 大 值 ( 绝 对 值 )。 对 于 甜 形 截面 、 圆 截面 及 薄 壁 圆 环 截面 ， 计 算 
切 应 力 的 最 大 值 有 简单 公式 。 

梁 上 发 生 强度 破坏 的 可 能 危险 点 通常 有 三 类 : 

第 一 类 为 最 大 拉 、 压 弯曲 正 应 为 的 作用 点 。 它 们 位 于 危险 截面 上 中 性 轴 两 侧 最 远 处 ， 
此 处 切 应 力 为 零 或 很 小 ， 应 力 状 态 为 单 向 或 接近 单 向 应 为 状态 ， 其 强度 条 件 用 正 应 力 强 度 
条 件 。 用 塑性 材料 来 制作 的 梁 ,” 拉 、 压 许 用 应 力 相 同 , 中 性 轴 大 都 为 横 截 面 的 对 称 轴 ， 强 
度 条 件 用 式 (5 -11) 计 算 。 对 脆性 材料 的 梁 ， 拉 、 压 许 用 应 力 不 同 ， 中 性 轴 一 般 不 是 横 截 
面 的 对 称 轴 ， 最 大 拉 、 奈 弯曲 正 应 力 所 在 的 点 要 分 别 进行 强度 计算 ,强度 条 件 如 
AG -12)、 式 (5 一 13) 所 示 。 但 这 两 个 危险 点 ;可 能 位 于 一 个 截面 上 ， 也 可 能 位 于 两 个 截 
面 上 。 对 于 等 直 梁 。 最 大 正 、 负 弯 和 矩 所 在 的 截面 都 可 能 是 危险 截面 。 

第 二 类 为 最 大 切 应 力 的 作用 点 ， 通 常 位 于 危险 截面 中 性 轴 上 或 附近 ， 此 处 正 应 力 为 堆 
或 很 小 ， 应 力 状态 为 纯 剪 切 或 接近 纯 剪 切 应 力 状态 ， 其 强度 条 件 用 切 应 力 强度 条 件 。 对 等 
直 梁 ， 危 险 截面 在 绝对 值 最 大 的 剪 力 所 在 的 截面 ， 强 度 条件 用 式 (5 - 23) 计 算 。 

第 三 类 为 作用 的 正 应 力 和 切 应 力 都 较 大 的 点 仅 发 生 在 焊接 薄 壁 截面 梁 上 ， 通 常 位 于 
弯 矩 和 剪 力 都 比较 大 的 腹 板 和 翼 缘 交界 处 ， 需 要 用 第 三 或 第 四 强度 理论 建立 的 强度 条 件 。 

大 多 数 情况 下 ， 弯曲 正 应 力 对 梁 强 度 起 控制 作用 。 提 高 梁 弯曲 强度 的 措施 由 弯曲 正 应 
力 强 度 条 件 提出 : 一 是 减 小 最 大 弯 矩 ， 二 是 采用 惯性 矩 较 大 、 符 合 材料 强度 指标 的 合理 截 
面 ; 三 是 采用 等 强度 梁 。 






















































































思 考题 








5.1 ЗЕЛА o= > йа л ЖЕЕ А? 对 图 示 各 梁 都 可 以 用 公式 "一 














2 计算 村 模 截 面 上 的 正 应 力 吗 ? 
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思考 题 5. 1 图 


5.2 ”矩形 截面 纯 弯曲 梁 如 图 所 示 。 设 材料 拉 伸 时 的 弹性 模 量 Е, 大 于 压缩 时 的 弹性 模 
Щщ E.， 则 梁 横 截面 上 的 正 应 力 将 如 何 分 布 ? 

5.3 钢 梁 与 木 梁 的 尺寸 、 载 荷 及 支承 情况 均 相 同 ， 试 问 : 两 者 最 大 正 应 力 、 最 大 切 
应 力 是 否 相 同 ? 两 者 弯曲 变形 程度 是 否 相同 ? 

5.4 直径 为 d 的 圆 截 面 梁 ， 两 端 在 对 称 面 内 承受 力 偶 矩 为 M. 的 力 偶 作用 ， 如 图 所 
示 。 若 已 知 变形 后 中 性 层 的 曲率 半径 为 p; 材料 的 弹性 模 量 为 EE。 根 据 4、p、E 如 何 求 得 
梁 所 承受 的 力 偶 矩 M.。 


和 


思考 题 5.2 图 思考 题 5.4 图 




















55 一 正方 形 木 梁 ， 按 以 下 三 种 方式 制 成 ， 从 正 应 力 强 度 考虑 ， 哪 一 种 梁 的 承载 能 


力 最 小 ? 
2-11 
| | | 
(а) (b) (с) 

















思考 题 5.5 图 
56 受 力 情况 相同 的 等 截面 粱 ， 其 横 截 面 分 三 种 情况 ,如 图 所 示 。 若 用 (onws))， 
(gmax)z， (б 分 别 表示 这 三 种 梁 中 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 ， 则 这 些 正 应 力 会 如 何 变化 ? 
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5.7 ЖЕЖ ЛЕ ИЯР АВ 如 图 所 示 ， 梁 的 横 截面 宽度 为 了 ， 高 度 为 24(AC BOA 


А«СВ 段 )， 许 用 正 应 力 为 Co], 设 固定 端 处 梁 的 最 大 应 力 ow 二 0.75[o]， 则 BC 段 安 
全 吗 ? 
-| -- 








思考 题 5.7 图 





5.8 一 梁 的 材料 为 铸铁 ， 弯 矩 图 及 可 供 选择 的 截面 形状 和 放置 方式 如 图 所 示 。 鹤 面 
图 中 的 C 为 形 心 ，w%/yw 二 2， 选 择 哪 种 方案 最 佳 ? 

















思考 题 5. 8 图 


5.9 和 矩形 截面 悬臂 梁 受 均 布 载荷 ЕН. Ж 
沿 梁 的 中 性 层 截 出 梁 的 下 半 部 ,试问 : 在 水 平 截 
面 上 的 切 应 力 沿 梁 轴 线 方向 按 什 么 规律 分 布 ? 该 
面 上 总 的 水 平 剪 力 有 多 大 ? 它 由 什么 力 来 平衡 ? 

5.10 将 圆 森 加工 成 矩形 截面 粱 时 ， 为 了 提 
高 梁 的 承载 能 力 ， 我 国 宋代 的 建筑 学 专著 《营造 
法 式 》 中 曾 提出 : 合理 的 高 宽 比 应 为 3 : 2。 试 从 
梁 的 弯曲 强度 和 弯曲 刚度 方面 分 析 该 结论 的 正 
确 性 。 


сш: 45, 


51 —ЖИ#а=1тт 的 直 钢 丝 在 两 端 加 外 力 偶 弯曲 成 直径 为 D= 600mm 的 圆 弧 ， 
钢 的 弹性 模 量 下 =210GPa。(1) 试 求 钢丝 由 于 弯曲 而 产生 的 最 大 正 应 力 ; (2) 若 材料 的 6, 二 
500MPa， 为 了 不 使 钢丝 产生 残余 变形 ， 问 圆 弧 直径 D 应 不 小 于 多 少 ? 

52 ”悬臂 梁 受 力 及 截面 尺寸 如 图 所 示 。 图 中 未 标示 的 尺寸 单位 为 mm。 求 梁 的 1—1 
截面 上 A、B 两 点 的 正 应 力 。 





(b) 
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ШЕН. НК ЕНДЫ F=12kN E 














。 试 计算 截面 А-А 的 最 





.3 


























大 弯曲 拉 应 力 与 最 大 弯曲 压 应 力 。 
F кил 
& 
600N/m IkN-m 3 в Е 
引 22 z 
E 可 
RE 
He 
(а) (b) (а) (b) 
习题 5. 2 图 习题 5.3 图 
5.4 外 伸 粱 AD， 尺寸 和 承受 载荷 如 图 所 示 , 已 知 g=60kN/m, a=1m, d= 


160mm， 求 梁 的 最 大 正 应 力 。 





5.5 ”如 图 所 示 简 支 梁 受 对 称 面 内 的 横向 载荷 作用 ，g 二 12kEN/m， a=1m, С 为 形 心 ， 
试 计算 梁 内 最 大 拉 应 力 cx*， 最 大 压 应 力 оох 

200mm ича т. 
ай с Ё 1: 
@ А) = # z? 
МА Д к Ё 
А HP ZN 3 

| 160mm 

b) (b) 

习题 5s4 图 习题 5. 5 图 


5.6 如 图 所 示 简 支 梁 承受 均 布 载荷 .车 分 别 采 用 面积 相等 的 实心 和 空心 圆 截 面 ， 且 
Di=40mm, 72m，d/D 二 0.6。 试 分 别 计算 它们 的 最 大 正 应 力 ; 若 许 用 应 力 为 [o]. W 


比较 空心 截面 与 实心 截面 的 许 用 载荷 。 

















5.7 对 于 横 截 面 边 长 为 0X 20 的 矩形 截面 粱 ， 试 求 当 外 力 偶 分 别 作用 在 平行 于 截面 
长 边 及 短 边 之 纵 对 称 面 内 时 ， 梁 所 能 承担 的 许 用 弯 矩 之 比 ， 以 及 梁 的 弯曲 刚度 之 比 。 
5.8 某 轴 的 外 伸 部 分 是 空心 圆 轴 ， 轴 的 直径 及 载荷 如 图 所 示 ， 此 轴 主 要 承受 弯曲 变 


Ж. 已 知 拉 伸 和 压缩 的 许 用 应 力 机 

















习题 5.6 图 


习题 5.8 图 











等 ， 即 [s]=120MPa. 试 分 析 贺 轴 的 强度 是 否 足 够 。 


5.9 已 知 16 号 工 字 钢 W.= 二 14lem’, /-1.5ш. a=1m, [oc] 二 160MPa, Е = 
210GPa， 在 梁 的 下 边缘 C 点 沿 轴 向 贴 一 应 变 片 ， 测 得 C 点 轴 向 线 应 变 e. 一 400X10*, 求 
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下 并 校 核 梁 正 应 力 强度 。 
5.10 Ж АВ 受 力 如 图 所 示 ， HP F=10kN, M=70kN * m, a 一 3m。 梁 横 截面 


的 形状 及 尺寸 均 示 于 图 中 ，C, 为 截面 形 心 , 许 用 拉 应 力 [o,] 二 40MPa,， 许 用 不 应 力 
[Lo.] 二 120MPa。 试 校 核 梁 的 强度 是 否 安 全 。 





























F M 
Е 
я С 2 Е 
а а ЕЗ 
25mm; 25mm 
б) (а) (b) 
习题 5.9 图 习题 $9 图 


5.11 如 图 所 示 工 形 截面 钢 梁 由 两 根 100mm X100mmX 10mm 等 边 角 钢 焊接 而 成 ， 
载荷 均 作 用 于 T 形 钢 梁 的 对 称 面 内 ,已 知 g=13kN/mz а-іт. (01-160МРа, ЕРІК Ф 


的 强度 是 否 安全 。 
5.12 由 No. 10 号 工 字 钢 制 成 的 ABD y 左 端 A ЖЕУ] А БЕ ЖЕ. B ДАЛ ЕС 


与 钢 制 圆 截 面 杆 BC 连接 ，BC 杆 在 C 处 用 鲍 链 悬挂 。 已 知 圆 截面 杆 直径 4 二 20mm， 染 和 
杆 的 许 用 应 力 均 为 [cj 二 160MPa， 试 求 结构 的 许 用 均 布 载荷 集 度 Г41. 


pA No.10 
В р 21| 人 


674 В р 
а (2... Ж a Zoom Ja] 
(а) 


(а) (b) 





(b) 
习题 5.11 图 习题 5. 12 图 
5.13 上 下 翼 缘 宽度 不 等 的 工 字形 截面 铸铁 悬臂 梁 的 尺寸 及 载荷 如 图 所 示 。 已 知 截面 
对 形 心 轴 z 的 惯性 矩 I. =235X10°mm', yı =119mm, у; 一 181mm， 材 料 的 许 用 拉 应 力 
[co]=40MPa， 许 用 压 应 力 [c]=120MPa。 试 求 该 粱 的 许 用 均 布 载荷 [dg] 。 
5.14 某 起 重 机 主 梁 由 两 根 槽 钢 焊 接 而 成 ， 如 果 最 大 起 重量 为 Р = 10063, а= 
400mm，! 一 4m， 材 料 的 许 用 应 力 [oj=160MPa， 试 选择 槽 钢 的 型 号 。 


























(b) 





习题 5. 13 图 习题 5, 14 图 
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5.15 如 图 所 示 和 矩形 木 梁 ， 材 料 的 许 用 应 力 [oj 二 10MPa， 截面 尺寸 为 6。 车 在 截面 
А 处 销 一 直径 为 a 的 圆 孔 ， 在 保证 强度 的 条 件 下 ， 圆 孔 的 最 大 直径 4 为 多 大 ? 

5.16 一 矩形 截面 简 支 梁 由 圆柱 木料 锯 成 ， 受 力 如 图 所 示 ， 木 材 的 许 用 应 力 [oj]= 
10MPa， 试 求 抗灾 截面 系数 为 最 大 时 ,和 矩形 截面 的 高 宽 比 h/5， 以 及 锯 成 此 梁 所 需 木 料 的 
最 小 直径 为 d。 


H 


m 4 
кс 


(b) 





习题 5.15 图 习题 5.16 图 


5.17 工 字 形 截面 外 伸 梁 的 载荷 及 截面 尺寸 如 图 所 示 ” вя-1, 试 求 该 梁 的 合 
理 外 伸 长 度 。 

5.18 有 一 桥 式 起 重 机 ， 跨度 110. 5m, M 36a 号 的 工 字 钢 作 梁 ， 工 字 钢 的 惯性 矩 
I 二 15760cm'，W. 二 875cm* ， 梁 的 许 用 应 力 [oj]=140MPa， 电 葫芦 自重 12kN， 当 起 吊 
重量 为 50kN 时 ， 梁 的 强度 不 够 ， 在 工 字 钢 梁 中 段 的 上 下 边缘 各 爆 一 块 钢板 ， 如 图 所 
示 。 试 校 核 加 固 后 梁 的 强度 ,并 求 加 固 钢板 的 最 小 长 度 荆 s 


100mmxl6mm 


100mmxl6mm 
(b) 


360mm 
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gy 
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а) 
习题 5. 17 图 习题 5. 18 图 


5.19 一 铸铁 梁 如 图 所 示 。 已 知 材料 的 拉 伸 强 度 极限 m 王 150MPa， 压 缩 强度 极限 
om 一 630MPa。 试 求 梁 的 安全 系数 。 

5.20 拢 形 截面 梁 的 载荷 情况 及 截面 尺寸 如 图 所 示 ， 试 求 最 大 剪 力 所 在 截面 上 ec、/、 
с. 各 点 的 切 应 力 ， 并 绘 出 切 应 力 沿 腹 板 高 度 的 分 布 规 律 图 。 


























10mm Кот 
32kN 16kN 10mm 
Е ч 10kN/ 
в Е 10kN-m | N/m, 
4 с р 5 2 
1 7, J 
Im lm |05ті 了 А % 5 
160mm| im im Іт A 
(а) (9) @) (» 
习题 5. 19 图 习题 5. 20 图 
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5.21 如 图 所 示 为 20a 号 工 字 钢 梁 。 已 知 材料 的 许 用 正 应 力 [oj 二 160MPa， 材料 的 
许 用 切 应 力 为 [r] 二 80MPa， 试 校 核 该 梁 的 强度 。 

5.22 全 形 梁 尺寸 及 所 受 荷载 如 图 所 示 , 已 知 [o.]=100MPa, (в, 1=50МРа, [г]= 
40MPa，y. 二 17. 5mm, I,=18.2X10'mm'., R: (1)C 左 侧 截 面 E 点 的 正 应 力 、 切 应 力 ; 
(2) 校 核 梁 的 正 应 力 、 切 应 力 强 度 条 件 。 


























гі 40тт, 
32kN,m 8kN/m ткм ЛА: g у, 
2 
ЗЕ С в 8 
* 4 а 4 Im Im Р іт Ы 
т т p= 
у 10mm 
(a) (b) (а) (b) 
习题 5. 21 图 2095.22 В 


5.23 如 图 所 示 简 支 粱 ， 由 四 块 尺 寸 相 同 的 木板 粘 接 而 成 ， 试 校 核 其 强度 。 已 知 载荷 
下 一 4kN， 梁 跨度 /= 二 400mm， 截 面 宽度 5 二 50mms 高度/ 一 80mm， 木 板 的 许 用 应 力 [c]== 
7MPa， 胶 合 颖 的 许 用 切 应 力 [т]=5МРа„ 

5.24 一 外 伸 梁 ， 其 横 截 面 如 图 所 示 : 外 伸 段 的 长 度 a 二 0.6m， 材 料 的 许 用 应 力 
[oj=160MPa， 试 求 当 梁 截面 上 的 最 大 羌 曲 正 应 力 等 于 [о] ВЧ. КУЕ А 点 








的 切 应 力 。 
ғ ЗР рата 
Е b % 
ma ) ~- — ў 
24 Б В D С 
I8 ад a 47% 
Еш 
2/3 BI 
а) © а) ©) 
习题 5. 23 图 习题 5. 24 图 


5.25 简 支 梁 承 受 载荷 如 图 所 示 ， 材 料 的 许 用 应 力 [oj 二 160MPa， 试 设计 截面 尺寸 : 
СТ) 圆 截 面 ; 

(2) ERM. 2/һ-1/2; 

(3) 工 字 形 截面 。 

并 求 这 三 种 截面 梁 的 重量 比 。 


习题 5.25 图 
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5.26 ”如 图 所 示 简 支 梁 AB， 当 载荷 直接 作用 在 梁 的 跨度 中 点 时 ， 梁 内 最 大 弯曲 正 
应 力 超 过 许 用 应 力 的 40%。 为 减 小 АВ 梁 内 的 最 大 正 应 力 , 在 АВ 梁 上 配置 一 同样 截面 尺 
寸 的 辅助 梁 CD，CD 也 可 以 看 作 简 支 梁 。 试 求 辅助 梁 的 长 度 а. 并 校 核 此 时 辅助 梁 的 
强度 。 

5.27 如 图 所 示 抑 形 截 面 阶梯 梁 ， 承 受 均 布 载荷 g 作用 。 为 使 梁 的 重量 最 轻 ， 试 确定 
L 与 截面 高 度 h 和 必 。 已 知 截面 宽度 为 2， 许 用 应 力 为 [o]. 


Ey 


习题 5. 26 图 习题 5Sx27 图 




















а? |Ёа? 





_3т 3m 


1104 


Б ӘБ 
梁 的 位 移 


教学 提示 : 本 章 主要 内 容 包 括 梁 的 找 度 和 转角 的 基本 概念 ,， 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 
及 其 推导 ,计算 梁 的 找 度 和 转角 的 两 种 基本 方法 一 一 积分 法 和 晤 加 法 ,以 及 提高 梁 的 刚度 
的 基本 措施 。 

教学 要 求 : 理解 梁 的 变形 和 位 移 的 概念 ;能 够 利用 积分 法 求 取 梁 的 转角 方程 和 挠 度 方 
程 ， 会 利用 登 加 法 求 梁 在 指定 截面 的 位 移民 掌握 梁 的 刚度 计算 和 提高 弯曲 刚度 的 主要 
措施 。 


е 


ӘЛ,“ „ А% 
461 51 җа 

梁 在 受到 外 力作 用 时 将 产生 弯曲 变形 - 工程 实际 中 ,不 仅 要 求 弯曲 构件 有 足够 的 强 
度 ， 而 且 在 某 些 情 况 下 还 要 求 有 足够 的 刚度 ， 即 弯曲 变形 不 能 过 大 。 如 轧钢 机 在 轧 制 钢板 
时 ， 若 轧辊 的 变形 太 大 ， 轧 出 的 钢板 沿 宽度 方向 就 会 厚薄 不 均匀 ， 影 响 产品 的 质量 ， 如 
图 6.1 所 示 ; 又 如 机 床 主轴 ( 见 图 6. 2) 变 形 太 大 时 ， 会 影响 轴 上 肯 轮 间 的 正常 路 合 ， 以 及 
轴 与 轴承 的 配合 ， 造 成 传动 不 平稳 ， 从 而 引起 齿轮 、 轴 承 和 轴 的 不 均匀 磨损 ,同时 产生 品 
声 ， 并 影响 加 工 精度 ， 输 送 液 体 的 管道 若 弯曲 变形 过 大 ， 将 会 影响 管道 内 液体 的 正常 输送 或 
导致 法 兰 盘 连 接 不 紧密 。 精 密 设 备 ， 如 精密 机 床 ， 对 其 主轴 、 床 身 、 工 作 台 都 有 一 定 的 刚度 
要 求 ， 以 保证 加 工 精度 。 高 速 下 工作 的 离心 机 等 设备 的 主要 构件 都 要 求 有 足够 的 刚度 ， 以 免 
工作 时 发 生 超 出 许可 的 振动 。 
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£ 弯曲 变形 常常 不 利于 构件 正常 工作 。 但 在 有 些 场合 ， 
又 往往 需要 利用 弯曲 变形 达到 某 种 目的 。 例 如 ， 车 辆 上 使 
用 的 县 板 弹簧 ( 见 图 6.3) 正 是 利用 其 弯曲 变形 较 大 的 特 
点 ， 以 达到 缓冲 减 振 的 作用 。 

弯曲 变形 的 计算 除了 直接 应 用 于 解决 弯曲 刚度 问 
题 外 ,还 经 常用 来 求解 超 静 定 系 统 和 分 析 梁 的 振动 
图 6.3 问题 。 


6.1.1 挠 度 与 挠 曲线 方程 


图 6. 4 所 示 为 在 载荷 作用 下 的 一 任意 梁 。 以 变形 前 梁 的 轴线 为 x 轴 ， 垂直 向 上 的 轴 为 
ло 轴 ， 在 平面 弯曲 的 情况 下 ， 变 形 后 的 梁 轴线 ,， 
将 成 为 Ozw 平面 内 的 一 条 光滑 的 曲线 ， 该 曲 
线 称 作 梁 的 挠 曲线 。 挠 曲线 上 横 坐 标 为 x 的 任 
意 点 的 纵 坐标 е 来 表示 ， 它 代表 坐标 为 ro 
的 横 截 面 形 心 沿 w 轴 方 向 的 位 移 ， 称 为 挠 度 ， 
规定 其 方向 与 w 轴 正 方向 一 致 时 即 向 上 为 正 。 
这 样 挠 曲线 方程 就 可 以 写成 

w=wlr) 

ETHER H., К 0 — ВЕУ FEE, RERE. HAE ВА 

截面 形 心 在 zx 方向 的 位 移 均 可 略 去 不 计 。 


根据 平面 假设 染 变 形 后 ， 横 截面 绕 中 性 轴 转 过 了 一 个 角度 ， 这 个 角度 称 为 该 截面 的 转 
Ж. 用 0 表示 ( 见 图 6.4)。 梁 上 某 一 截面 的 转角 等 于 挠 曲线 上 代表 该 截面 的 点 的 切线 与 x 轴 的 
夹 角 。 规 定 送 时 针 旋 转 的 转角 为 正 ， 反 之 为 负 。 梁 上 不 同 截面 的 转角 可 以 用 如 下 关系 表示 : 

0=0(7) 























































该 式 称 为 转角 方程 。 


6.2 挠 曲线 的 近似 微分 方程 


变形 过 程 中 ， 挠 度 和 转角 是 度量 弯曲 变形 的 两 个 基本 量 。 在 图 6. 5 所 示 的 坐标 系 中 ， 
规定 向 上 的 挠 度 为 正 ， 反 之 为 负 : 逆 时 针 旋转 的 转角 为 
正 ， 反 之 为 负 。 根 据 平面 假设 ， 梁 的 横 截 面 在 变形 前 垂 
直 于 工 轴 ， 变 形 后 仍 垂直 于 挠 曲线 。 所 以 横 截 面 转角 0 
就 是 挠 曲线 的 法 线 与 w 轴 的 夹 角 ， 挠 曲线 在 该 点 处 的 
切线 与 x 轴 的 夹 角 应 与 9 相等 。 又 因 挠 曲线 是 一 条 非常 
平坦 的 曲线 , 9 是 一 个 非常 小 的 角度 ， 有 : 


бхаалй-- ЕЁ 









































称 为 挠 度 与 转角 之 间 的 微分 关系 。 
在 纯 弯 曲 的 情况 下 ， 曾 得 到 弯曲 变形 方程 式 ， 即 
in М. 
p ЕІ. 


由 于 一 般 梁 的 横 截 面 高 度 远 小 于 跨度 ， 剪 力 对 变形 的 影响 很 小 ， 可 以 忽略 不 计 ， 上 式 
可 改写 为 





1 _M(z) 
р(х) ЕТ. 
这 是 计算 弯曲 变形 基本 方程 的 另 一 种 形式 。 不 过 ， 这 时 曲率 半径 p MIFE М 都 是 x 
的 函数 。 
又 因 











由 于 梁 的 变形 很 小 ， 满 足 小 变形 条 件 ， 因 此 挠 曲线 通常 是 一 条 极其 平坦 的 曲线 ， =o 














WERU EESE, (TE) 与 六福 比 可 略 去 不 计 ， 于 是 得 到 近似 式 ， 
上 
R x 
得 
dw_ M 
“бл ЕІ 





ЕП ТЕ А Й МАЕ. ОЧЕ ША FA, MHE., ШІН 6.6(a) 所 示 。 男 外 .在 选 
定 的 坐标 系 中 ， 下 刀 的 出 线 ， 其 二 阶 导数 全 时 也 为 正 。 同 理 ， 接 曲线 上 凸 时，M 为 负 ， 


ТО 








dw_M(z) s 
E (6-1) 
wi w 
М(х)>0 Мод>0 М(х)<0 М(х)<0 
dw Ф» 
a>? x 2259 х 
о - * о 2 
(а) (b) 
图 6.6 


这 就 是 挠 曲线 的 近似 微分 方程 。 将 式 (6 - 1) 积 分 一 次 ， 可 求 得 横 截 面 转角 9， 青 积分 
一 次 ， 可 求 得 挠 度 е. 


6.3 用 积分 法 计算 梁 的 位 移 


对 于 等 截面 直 梁 ， 可 以 通过 对 式 (6- 1) 直 接 积 分 来 计算 梁 的 挠 度 和 转角 。 将 弯 矩 方程 





== Же 
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代入 式 (6 -1) 后 积分 一 次 ， 得 到 转角 方程 


dw _ e 
EI ®© = кө = [Mode +C (6-2 
再 积分 一 次 ， 得 到 挠 曲线 方程 ， 即 
Ere=||wceodrdz+ce+D (6-3) 


NP, «СУИ, CHAD 为 积分 常数 ， 可 由 梁 的 某 些 横 截 面 的 已 知 转角 和 挠 度 来 确定 。 这 
些 条 件 一 般 称 为 位 移 边 界 条 件 ， 常 见 的 位 移 边 界 条 件 如 图 6. 7 所 示 。 





” ха w х= w ға 
ад мб Ры] м0 Eej wra 
- t 
多 A 1 
- т о т о = 
(а) (b) () 
图 6.7 


另外 ， 搅 曲线 应 是 一 条 连续 光滑 的 曲线 必 在 挠 曲线 的 任 一 点 上 ， 转 角 和 挠 度 是 唯一 确 
定 的 (中 间 铵 处 除外 )， 这 就 是 光滑 连续 条 件 过 图 6. 8 所 示 的 不 连续 和 不 光滑 的 情况 是 不 应 
有 的 ， 图 6. 9 所 示 为 梁 的 光滑 连续 条 件 。 





(а) 


图 6.8 图 6.9 

当 梁 的 弯 矩 方程 必须 分 段 建立 时 ， 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 式 (6 - 1) 也 必须 分 段 求 

出 ， 这 样 就 增加 了 积分 常数 的 个 数 。 为 了 确定 这 些 常 数 ， 除 了 利用 位 移 边界 条 件 ， 还 要 利 
分 段 处 挠 曲线 的 光滑 连续 条 件 。 下 面 举例 说 明 怎 样 用 积分 法 去 求 得 粱 的 挠 曲线 方程 及 粱 
的 最 大 挠 度 和 最 大 转角 。 

















【例题 6.1] 如 图 所 示 为 一 悬 展 梁 ， 自 由 端 承受 集中 力 
的 作用 。 求 梁 的 转角 方程 和 搁 度 方程 ， 并 求 最 大 转角 
А Е ЖЕ. жін EI 已 知 。 
ку 解 : 选取 坐标 系 如 图 所 示 . 


ғ (1) ЖӨНІН ЕШШ. 任意 横 截 面 上 的 弯 矩 为 
[4 M(z) 一 一 下 (一 工 ) 


(2) 列 出 挠 曲线 近似 微分 方程 并 积分 。 由 











例题 6. 1 图 式 (6-1), 得 挠 曲线 的 微分 方程 为 
Pr -pia 
аг 
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积分 得 
ЕЕ, ТОШИ СРН РАЗУ ЧИРЕ 
ЕТ 2 E= Fa +C а) 
再 积分 一 次 ， 得 
Ето Ес +CrtD а» 
(3) 由 位 移 边 界 条 件 确定 积分 常数 。 固 定 端 A 处 的 位 移 边界 条 件 为 
х=0, шл =0 
|р, 0-0 
代入 式 (a) 与 式 (b) ， 得 到 积分 常数 为 
22 Жан оша 
с--ікг, р-ін 
CA) 确定 转角 方程 和 挠 度 方 程 ， 即 
Е10= 100° УЕА сә 
Elw=TF(—D Ер са) 
6 АЕ + 
(5) 确定 最 大 转角 和 最 大 挠 度 ， 即 
FÈ ЕЕ 
ж =l, Oma | ер = |а| = зт 


【例题 6.2】 如 图 所 示 为 一 简 支 梁 ， 受 均 布 载 
її а 的 作用 。 梁 的 EI 已 知 = 试 求 此 梁 的 转角 
方程 和 抄 度 方程 ， 并 求 最 大 转角 和 最 大 找 度 
解 : (1) 求 支 座 反 力 ， ЖУ. 
Fa, ЕЖА, В 两 点 的 支 座 反 力 ， 即 




















弯 矩 方程 为 
Мс) = 2 ат? 
(2) 列 挠 曲线 的 近似 微分 方程 并 积分 。 由 式 (6 - 1) 得 


Фе 1 l 
EI Tgl 
积分 一 次 ， 得 
1 Tt жуз 
E10= qr —--дл +С (а) 
再 积分 一 次 ， 得 
1 1 
ETIw 一 79 一 下 gz 十 Cr 十 D b) 





(3) НИМ ЖИЕН. AEA, В 处 的 位 移 边界 条 件 为 


X=0, wa=0; r=l, ws=0 


men ЖЕН 648 
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代入 式 (a) 与 式 (b) ， 得 到 积分 常数 为 





с--Даг. р=0 
(4) 确定 转角 方程 和 挠 度 方程 。 将 两 个 积分 常数 代入 式 (a) 与 式 (b)， 可 得 
Е10= Іше а" -ia 
Elw= Ба” Бе -Даға 
O 求 最 大 转角 和 最 大 挠 度 。 转 角 最 大 值 可 能 出 现在 边界 或 极 值 处 。 ш#—0 得 
ge 
最 大 转角 发 生 在 + 二 0 M r= К. B 
==. pa 
0% 2А4ЕГ % 24E1 


同样 ， 最 大 挠 度 可 能 出 现在 边界 或 极 值 处 。 由 图 可 知 *- 边 界 A 和 B 处 挠 度 为 零 。 于 是 最 
大 挠 度 发 生 在 
dw_ 


ре М, йол. 
ТЕЛЕ ҮКІ Se a ші) 


此 时 z=4 197 








__54{' 
384Е1 


因此 


| = — 
| wl ЕТ 


从 结构 和 受 力 的 对 称 性 ， 也 可 知 最 大 搅 度 发 生 在 梁 跨 度 的 中 点 处 ， 最 大 转角 发 生 在 支 


【例题 6.3】 MANR. MLE АВ 受 集中 力 
Е 作用 ， 试 讨论 梁 的 弯曲 变形 。 

解 : 

(1) 求 梁 的 支 座 反 力 ， 并 分 段 列 出 弯 矩 方 
程 。 由 梁 的 整体 静 力 平衡 分 析 得 支 座 反 力 为 











Ер Е 
Ru =. К 
ЖЕРІ дг а. Вр 
АСВ, м =. (<<) 
CB R: M= Ebr, F(a: а) (а<<сл;<1) 


(2) 列 出 挠 曲线 近似 微分 方程 并 积分 。 由 于 АС 段 和 CB 段 的 弯 矩 方程 不 同 ， 所 以 梁 
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的 挠 曲线 近似 微分 方程 也 必须 分 别 列 出 。 两 段 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 及 其 积分 分 别 为 























ACR: Bl = (0<zx1 Sa) 
drt 1 
to (0а) ба) 
е таныр (<<) а» 
тА 
CB B: т (ал; 1) 
ЕІ и P би а Са: (о) 
Elw ‚=, Ч Ес а.а. +D: (аа) d) 


G) 确定 积分 常数 。 上 面 的 积分 结果 出 现 了 四 个 积分 常数 ， 除 位 移 边界 条 件 外 ， 还 需 
ЖАС 段 和 CB 段 的 交界 处 ， 即 C 截面 的 光滑 连续 条 件 因此 ， 




















X r =0 Rf, W w (0)=0 
M r= hh, 00 w 0) =0 
4 қ а Аш, 
M r =r, =a 时， 则 117 74 б =, 
RAR), RO), R, ROR, 
D,=0 
Lrg ваа сар: =0 
1ЕЬ, a Nors 
тт“ +G; =S ya +С 
Расла D; L Ebys HFC:a +D, 
将 以 上 四 式 联 立 求 解 ， 得 
в 1 1F ED 
С РЫА 102—0) 


(4) 确定 转角 方程 和 挠 度 方程 。 将 所 求 得 的 积分 常数 代 人 式 (a)、 式 (b)、 式 (c)、 式 
(d) 中 ,得 到 AC RM CB 段 的 转角 方程 和 挠 度 方程 ， 即 














АСВ. Erm, =l bep) (оаа) 
21417%1 
Elw, =i] 1 е =) (0а) 
СВ 8. Blo 1.318, —а) ТЕР) (аса 
214577 61 
Еги» - Е я Fir —а)* - Бр ух, (aSr: Sl) 


(5) 求 最 大 转角 和 最 大 挠 度 。 先 求 最 大 转角 。 由 图 可 知 ， 梁 的 A 端 或 B 端 截面 的 转角 
有 可 能 最 大 ， 于 是 : 
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Fb p Fab,,, 
0 =0 (0) = — 0—00 — аша (е) 

Е Fb БЫС БЫ), Fab,,, 
0.0.0 = т 2I GF 0) рр) 69) 








比较 两 式 的 绝对 值 可 知 ， 当 a 二 5 8. 0, 为 最 大 转角 。 
由 图 可 知 ， 最 大 挠 度 产 生 在 w 轴 为 极 值 处 。 为 了 确定 最 大 挠 度 产生 在 那 一 段 ， 先 求 C 
截面 处 转角 ， 即 


Ба? Fo yn Ға5 
0.=0, (а) 2ЕП ЕП“ b) SETI 


Җа и, MRCC, OMR, <0, 06,>0, МЕА 到 C， 转 角 由 
负 变 正 ， 改 变 了 符号 。 因 挠 曲线 是 光滑 连续 曲线 ,9==0 的 截面 必 在 АС 段 内 ， 即 最 大 挠 度 
产生 在 АС 段 内 。 由 








(a—b) (g) 


























бил Fb ЕБ.) 
dr 2E бЕП Ë XA 
可 得 
тат Е =” (h) 


л» 是 最 大 挠 度 所 在 截面 的 横 坐 标 。 将 zw 代入 挠 度 方 程 ， 得 最 大 挠 度 为 





w (x)= 


1 [1Fb s ру | VET 
ЕЦБ 61 л] IEN 


(6) Әне. MARN EETA, а = R зо =, МСЕ 


2 
出 现在 跨度 中 点 。 这 一 点 也 可 由 挠 曲线 的 对 称 性 直接 看 出 , BI 
FÈ 
16Е1 


ІСЕДІ ЁЁ. 
= e(t) 
另 一 种 极端 情况 是 载荷 下 无 限 接近 右 端 支 座 ， 即 
zo =0.577L 


10| m =0 5 0a | = 


说 明 即 使 在 这 种 极端 情形 下 ， 梁 最 大 挠 度 的 位 置 仍 与 粱 的 中 点 非常 接近 ， 因 此 可 用 中 点 处 
的 挠 度 近 似 地 代 蔡 梁 的 最 大 挠 度 ， 即 
































Fbl Бы: 
(хь) 0.0642 
іш 9 ЗЕІ ЕТ 
1 Fbl? Fbl? Fbl? Fbl? 
“(%) АВЕТ 12ЕТ 16ЕГ 006° ЕГ 
mauan 9-0642-20-0605.. 2 65%, 
受 任 意 载 荷 作用 的 简 支 梁 ， 只 要 挠 曲线 上 没有 拐点 ， 即 全 梁 上 弯 矩 符号 一 致 ， 均 可 近 





似 地 用 跨度 中 点 挠 度 代 替 最 大 挠 度 ， 不 会 带 来 很 大 的 误差 。 
由 上 面 这 些 例子 可 见 ， 如 梁 上 载荷 复 杂 ， 弯 甜 方程 分 段 越 多 ,积分 常数 也 越 多 ,确定 
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POMAR REFIR. ДИН БОКИН ЗӘР Е ЕНГ КТЕ ЖЕ BE Н) — 
般 方程 式 ， 利 用 一 般 方程 式 可 求 任意 截面 处 的 转角 和 挠 度 。 但 在 工程 中 往往 只 要 确定 某 些 
特定 截面 处 的 转角 和 挠 度 ， 不 需要 求 出 转角 和 挠 度 的 一 般 方程 式 ， 这 种 情况 下 用 积分 法 就 
显得 过 于 繁琐 ， 而 采用 下 节 介绍 的 三 加 法 常常 比较 方便 。 




































6.4 用 又 加 法 计算 梁 的 位 移 


从 6.3 节 中 的 例题 可 以 看 出 ,无 论 是 梁 的 找 度 还 是 转角 ， 均 与 载荷 成 线性 关系 。 在 梁 
为 线 弹性 小 变形 条 件 下 ， 可 以 认为 梁 上 某 一 载荷 引起 的 变形 ， 不 会 改变 其 他 载荷 的 作用 效 
果 。 于 是 ， 当 梁 上 有 几 种 载荷 共同 作用 时 ， 可 以 分 别 求 出 每 一 种 载荷 单独 作用 下 引起 的 变 
形 ， 然 后 将 求 得 的 变形 进行 到 加 ， 就 得 到 这 些 载 荷 共同 作用 下 的 变形 ， 这 就 是 计算 弯曲 变 
形 的 又 加 法 。 应 该 指出 ， 秋 加 法 是 一 个 普遍 使 用 的 方法 ， 在 线 弹 性 、 小 变形 情况 下 ， 只 要 
所 求 的 量 值 与 构件 上 的 载荷 成 线性 关系 ,都 可 以 用 又 加 原理 来 计算 .如 计算 梁 的 内 力 、 支 
座 反 力 和 应 力 等 。 

为 了 方便 地 使 用 县 加 法 ,将 梁 在 简单 载荷 作用 下 的 位 移 汇总 于 附录 D 中 ,以 便 直接 
查 用 。 

径 加 法 在 具体 的 应 用 中 通常 有 两 种 方式 ， 即 载荷 到 加 法 和 位 移 全 加法。 下 面 通过 例题 
说 明 这 两 种 县 加 方式 在 计算 弯曲 变形 时 的 应 用 。 

ТЕҢ ел: 7 „ХР 

【例题 6. 4】 图 (a) 所 示 的 简 支 梁 同 时 承受 均 布 载荷 g 和 集中 力 F ШЕЛІ. СТАО И 
Ж EI 为 常数 。 试 用 县 加 原理 计算 跨度 中 点 处 的 找 度 。 


w F F 
! 4 Й 
С 
4 Н т ннн, Г в 
2 05 0.51 ' = Wa 5 2 wer d 
(a) (b) (с) 


例题 6.4 图 


ж. 梁 的 变形 是 由 均 布 载荷 g 和 集中 力 正 共同 引起 的 。 在 均 布 载荷 9 单独 作用 下 [ 见 
图 (b)]， 梁 跨度 中 点 的 挠 度 由 附录 D 中 序号 10 图 查 得 为 


























Sql! 
а 384EI 
在 集中 力 下 单独 作用 下 [ 见 图 (c)]， 梁 跨度 中 点 的 挠 度 由 附录 D 中 序号 8 图 查 得 
Ев 
we = 48EI 
将 以 上 结果 释 加 ， 求 得 在 均 布 载荷 q 和 集中 力 下 共同 作用 下 ， 梁 跨度 中 点 的 挠 度 为 











, 5а \, ЕР 
кеша ще 384EI) \ А8ЕТ 


s: 280 Жез 
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【例题 6. 5】 ШТУ ОНЫ БН ЖЫ а ТЕЛІ. ЖЕ ЯЕ С З ЈЕ 9 ЕТ. WR В 截面 
的 转角 和 挠 度 。 











4) 
4 4 4 
пті, J=, 
ы а С а В а ы а а A a с а 
(а) (b) (е) 
例题 6.5 图 


解 : (1) 首先 ， 将 梁 上 的 载荷 变 成 可 查 表 求 得 的 情形 。 为 了 利用 梁 全 长 承受 均 布 载荷 
的 已 知 结果 ， 先 将 均 布 载荷 延长 至 梁 的 全 长 ， 为 了 不 改变 原来 载荷 的 作用 效果 , 在 АВ В 
还 需 再 加 上 集 度 相 同 、 方 向 相反 的 均 布 载荷 。 因此 ， 可 将 图 (a) 所 示 甚 辟 梁 上 的 均 布 载荷 gq 
看 作 由 图 (b) 及 图 (c) 所 示 梁 上 均 布 载荷 大 加 而 成 。 

(2) 分 别 计算 图 (b) 和 图 (c) 中 B 截面 的 找 度 和 转角 。 

图 (b) 所 示 梁 的 B 截面 的 转角 和 挠 度 查 附 录 了 DD 中 序号 于 图 可 知 : 
аса»: ата 2а)! 

6ЕТ- NEM ВЕТ 
将 图 (c) 所 示 梁 分 为 AC 和 CB 两 段 。AC 段 在 均 布 载荷 g EAF. СТАТИ ЛП ЖЕЛЕ 4 
附录 D 中 序号 4 图 可 知 : 





бы 





да! 


ЗЕ 

р б6ЕТ 0: RET 
CB ВЕ. Ait MERE ЫЕ ЕЛЕ т CB 段 仍 保持 为 直线 ， 忆 点 的 转角 与 C 点 的 转 
角 相 同 ， 即 





бысба- 257 


也 点 的 挠 度 为 


Tqa* 


ЕІ 
(3) KARAM. ЖЕ СЬ 和 图 (ec) 中 分 别 求 得 的 В КІШ ИОН ЖЕ ЖЕЛП. А8) 
图 (a) 中 B 截面 的 转角 和 挠 度 为 


wez = Woy “оға 











тда? 
Om =бы бо = ET 

=ч Мда! 

Wh = е =— E] 


载荷 看 加 法 的 计算 步骤 可 以 归纳 如 下 : 

(1) 将 作用 在 梁 上 的 复杂 载荷 分 解 成 简单 载荷 ， 

(2) 分 别 计算 简单 载荷 作用 下 梁 的 挠 度 和 转角 ， 

(3) 将 所 有 简单 载荷 作用 下 梁 的 挠 度 和 转角 释 加 ， 可 以 求 出 梁 在 复杂 载荷 作用 下 的 变形 。 

在 这 里 ,必须 注 意 肥 加 法 的 适用 条 件 ， 即 线 弹 性 、 小 变形 情况 ,所 求 量 值 与 构件 上 的 
载荷 成 线性 关系 。 






































6.4.22 юе 


位 移 午 加法， 也 称 为 逐 段 分 析 求 和 法 或 逐 段 刚 化 法 ， 即 将 梁 分 成 若干 段 ， 分 别 计算 各 段 
的 变形 在 需求 位 移 处 引起 的 位 移 ， 然 后 计算 其 总 和 (代数 和 或 矢量 和 )， 即 得 位 移 。 在 分 析 各 
梁 段 的 变形 在 需求 位 移 处 引起 的 位 移 时 ， 除 所 研究 的 梁 段 发 生变 形 外 ， 其 余 各 梁 段 均 视 为 刚 
体 。 其 适用 条 件 是 线 弹 性 、 小 变形 静 定 梁 ， 所 求 量 值 与 构件 上 的 载荷 成 线性 关系 。 
【例题 6. 6】 试 求 如 图 所 示 变 截面 梁 端 点 В 的 挠 度 。 


wh F F F 

1 %; ГА 1 a h 

В В В 

Р бо, С А С 
(а) () (с) 


例题 6.6 图 


解 : 由 于 梁 在 各 段 内 的 截面 惯性 矩 不 同 ， 如 用 积分 法 ， 应 按 截 面 惯性 矩 的 变化 分 段 进 
行 积分 ， 计 算 过 程 较为 烦琐 。 现 利用 琶 加 法 求解 。 
将 AC 段 看 作 刚 体 ， 将 CB BRAME С 端 固定 的 悬臂 梁 ， 如 图 (b) 所 示 ， 查 附录 D 中 序 
号 2 图 求 В фу. BI 
М Еа? 
Whi ЗЕТ, 
将 CB BEERE., ЖИ НЛ F i С 点 简化 ,, 则 在 C 点 除 作用 有 集中 力 外 ， 还 存 
在 一 大 小 为 Fa 的 力矩 ,如 图 (c) 所 示 。 查 附录 DD 中 序号 2 图 求 得 C 端 在 集中 力 下 作用 下 
的 挠 度 ， 即 


Ға? 
“ЭЗЕТ, 
С 端 在 力矩 Fa 作用 下 的 挠 度 ， 查 附录 D 中 序号 1 图 , 得 
FE 
WCPa 2Е1, 


在 图 (c) 中 ，CB БОУНИЖ. В 截面 的 转角 与 C 截面 相同 ， 因 此 В КІШ 9 ЕЛЕ 2) 


Fa? , Fa’ Еа? Fa), _Fa ,Fa ,3Fa’ 
ЗЕ, ?Е \2Е1, ' El, ЗЕ, 2Е1, 2Е1 


将 wa 和 rem 秋 加 ， 求 得 图 (a) 中 变 截 面 梁 端 点 В 的 挠 度 为 














| i 
wp = wep 十 zocps бс “а 


_ Ра? ,7Pa’ 
ЗЕТ. ЗЕТ, 











ws =wm Hwe 


EEEIEE RT AAN Б. 

(1) 将 梁 分 段 ; 

(2) 分 别 计算 各 段 的 变形 在 需求 位 移 处 引起 的 位 移 。 考 虑 某 梁 段 变形 引起 的 位 移 时 ， 
将 其 他 梁 段 视 为 刚体 ; 

(3) 将 计算 结果 县 加 ， 即 得 所 求 截面 的 位 移 。 


жй» 86% 
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65 梁 的 刚度 条 件 及 提高 刚度 的 措施 


为 了 使 梁 能 够 安全 正常 地 工作 ， 不仅 应 使 梁 具 有 足够 的 强度 ， 也 应 使 梁 具 备 必要 的 刚 


度 。 根 据 具体 的 工作 要 求 ， 限 制 梁 的 最 大 挠 度 和 最 大 转角 (或 特定 截面 的 挠 度 和 转角 ) 
过 某 一 规定 的 数值 ， 即 梁 弯 曲 的 刚度 条 件 为 


[w Га. |0|„<[0@] 


жәр. Сао ИЕЛЕ Е: [9] 为 梁 的 许 用 转角 。 

许 用 挠 度 Гао) 和 许 用 转角 [外 的 值 根据 具体 工作 要 求 确定 a 例如: 
起 重 机 大 梁 : Га] = (0. 001—0. 002)/ 

一 般 用 途 的 轴 : Со) = (0. 0003 —0. 0005)/ 

精密 机 床 ， [0]=0. 0002rad 

发 动机 凸轮 轴 : Cw]= 0. 05~0. 06) тт 

IP., 为 梁 的 跨度 。 

设计 时 ， 可 参照 有 关 规 范 来 确定 Гао) M |01 ІН. 


提高 梁 的 弯曲 刚度 的 措施 ХА, 








жш 


从 挠 曲线 的 近似 微分 方程 及 积分 结果 可 以 看 出 "影响 梁 的 变形 的 主要 因素 有 三 个 ， 即 


梁 的 跨度 、 弯 遇 刚 度 ( 即 至 D 和 所 受 的 荷载 。 因 此 ， 提 高 梁 的 弯曲 强度 的 某 些 措施 对 
高 梁 的 弯曲 刚度 仍然 有 效 ， 如 合理 安排 梁 的 约束 、 改 善 梁 的 受 力 情况 、 合 理 选 择 截面 
等 。 但 是 梁 的 强度 与 刚度 是 两 种 不 同性 质 的 问题 ， 在 解决 的 方法 上 也 存在 区 别 。 提 高 
弯曲 刚度 应 从 如 .下 几 个 方面 采取 措施 。 

1. 尽量 减 小 梁 的 跨度 

为 了 提高 梁 的 刚度 ， 在 条 件 许可 的 情况 下 应 适当 地 减 小 梁 的 跨度 。 如 均 布 载荷 作 





于 提 
梁 的 

















P 





的 简 支 梁 ， 跨 度 为 !， 最 大 挠 度 与 跨度 的 四 次 方 成 正比 ， 最 大 转角 与 跨度 的 三 次 方 成 正比 ， 


将 跨度 减 小 到 0.75!， 挠 度 和 转角 将 分 别 减 小 68% 158%. ШІН 6.10 所 示 。 因 此 ， 
构 允许 的 情况 下 ,应 尽量 减 小 梁 的 跨度 。 








"t | 
4 4 
Р кыр 全 ЧЫ 
1 ы 0.751 а 
зг} 
е. м) w 5ql* \| 
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2. 合理 安排 梁 的 约束 

提高 梁 的 刚度 的 另 一 重要 措施 是 合理 安排 梁 的 约束 。 例 如 ， 图 6. 11 所 示 的 承受 均 布 
RAWALE. BEL HRR 
MAE 0. 251. ERE. maem “| А 
ж, МНА о зс О, -- мае 
8.77%。 如 再 给 梁 增 加 支 座 ， 使 之 成 为 =. шшш. 
图 6.13 所 示 的 超 静 定 粱 ， 则 最 大 挠 度 还 可 一 一 全 | 
以 大 大 降低 。 该 实例 说 明 ， 合 理 安排 梁 的 约 





图 6. 11 
束 将 显著 减 小 梁 的 变形 。 
w 8 
| қ | А 
7444 

4 нт Мыс быр А BF 

{4 24 22 Ж А А 
025/ 0.51 0.25] 0.251) 0,25/ | 0.25/ |0.25/ 
图 6. 12 图 6.13 
3. 改善 受 力 情况 


合理 安排 粱 的 加 载 方式 也 是 提高 粱 的 刚度 的 重要 措施 。 例如， 图 6. 14(a) 所 示 的 悬臂 梁 ， 
在 自由 端 承 受 集中 力 下 的 作用 ， 自 由 端的 


| ч | ү 找 度 为 时 2 ， 如 将 该 集中 载荷 改 为 均 布 末 


Е=4 ЗЕТ 
в). Ц. а шше. ин, маа 
[一 上 一 | =、 为 有 约 ， 仅 为 前 者 的 37. 5%。 这 一 实例 说 
明 ， 在 条 件 允 许 的 情况 下 合理 安排 梁 的 加 
; 载 方式 可 以 显著 降低 梁 的 变形 程度 。 
4. 增 大 截面 惯性 矩 
梁 的 抗 弯 刚 度 ET 与 梁 的 变形 成 反比 ， 增 大 梁 的 抗 这 刚度 可 以 减 小 其 变形 。 由 于 各 种 
钢材 (包括 各 种 普通 碳 素 钢 、 优 质 合金 钢 ) 的 弹性 模 量 E 的 数值 非常 接近 ， 故 通过 选用 优质 
钢材 来 提高 梁 的 刚度 意义 不 大 。 因 此 ， 主 要 方法 是 通过 增 大 截面 的 惯性 和 矩 [， 即 选用 合理 
的 截面 ， 使 用 比较 小 的 截面 面积 获得 较 大 的 惯性 矩 来 提高 梁 的 抗 弯 刚度 。 
工程 上 的 受 弯 构件 大 多 采用 空心 贺 形 、 工 字形 和 箱 形 截 面 ， 这 些 形状 的 截面 都 比 同 面 
积 的 矩形 截面 有 更 大 的 惯性 矩 ， 这 与 提高 梁 弯 曲 强度 方面 的 做 法 是 相同 的 。 一 般 地 说 ， 提 
高 截面 惯性 矩 [， 往 往 也 同时 提高 了 梁 的 强度 。 在 强度 问题 中 ， 更 准确 地 说 ， 是 提高 杰 矩 
值 较 大 的 局 部 梁 段 内 的 抗 变 截面 系数 W， 而 弯曲 变形 与 染 各 部 分 的 刚度 都 有 关 ， 往 往 要 考 
虑 提高 梁 整 体 范围 内 的 刚度 。 
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梁 的 位 移 由 截面 的 挠 度 和 转角 来 表征 。 
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ИНЕ ......... 
ЛЕЙТ. ЖУРП НУЖЕН = И—Ж ИН. MAER., ЕЛУ ЈЕ ИН К. H 
线 通常 是 一 条 非常 平坦 的 曲线 ， 截 面 的 转角 可 用 挠 度 的 一 阶 导 数 来 近似 ， 挠 度 、 转 角 和 
弯 和 矩 的 关系 可 由 搅 曲线 近似 微分 方程 来 描述 。 
对 梁 的 挠 曲线 近似 微分 方程 积分 一 次 得 转角 方程 ， 再 积分 一 次 得 找 曲 线 方程 。 


需要 注意 的 是 ， мож RESEN. PEREM АРЕН, ЗЕ 


线 近似 微分 方程 由 个 分 段 丽 数 构成 时 ， 会 出 现 2n 个 积分 常数 ， 需 要 总 共 2» 个 位 移 边 界 
条 件 和 连续 条 件 方程 ， 联 立方 可 解 出 。 

载荷 到 加 法 是 将 粱 上 所 承受 的 复杂 载荷 分 解 或 简化 成 几 种 简单 载荷 ， 然 后 将 每 一 简单 载 
荷 作 用 下 梁 的 挠 度 和 转角 的 计算 结果 相 释 加 ， 从 而 得 到 复杂 载荷 作用 下 的 挠 度 和 转角 。 而 变 
形 又 加 法 则 是 将 梁 的 每 一 部 分 单独 变形 时 所 引起 的 位 移 相生 加 ， 从 而 得 到 总 位 移 。 综 合 使 用 
载荷 在 加 法 和 变形 县 加 法 ， 可 以 方便 地 计算 小 变形 、 线 弹性 项 定 梁 指定 截面 的 位 移 。 

在 不 同 的 工程 应 用 中 ， 梁 的 刚度 条 件 或 用 挠 度 表 述 ， 或 用 转角 表述 。 对 于 既 有 强度 要 
求 、 又 有 刚度 要 求 的 梁 ， 设 计时 需 综合 考虑 。 提 高 梁 刚 度 的 措施 ， 主 要 是 考虑 如 何 减 小 梁 


的 弹性 位 移 。 
в жн 



























































1 何谓 挠 曲线 、 挠 度 、; 转角 ? 它们 之 间 的 关系 是 什么 ? 

2 挠 曲线 的 近似 微分 方程 是 如 何 确 立 的 ? 该 方程 的 使 用 条 件 是 什么 ? 为 什么 ? 
3 如 何 大 致 画 出 梁 的 挠 曲线 的 形状 ? 

4 ”何谓 县 加 法 ?如 何 利用 释 加 法 计算 梁 的 位 移 ? 


6.5 “如何 利用 微分 方程 ET TE ЖН? 


6.6 йж. ӘНШ ЖИ ЖЕУ). ХЕ н ЕНА KARR Р 7). Іі- 
ЖЕТЕЛЕ Эу AREKE. KA A а h HEBE MHE fi ЕИО ЛЯ? 


о о о о 


6.1 下 列 论述 正确 吗 ? 

(1) 梁 上 弯 和 矩 最 大 的 截面 ， 挠 度 也 最 大 ， 弯 矩 为 零 的 截面 ， 转 角 亦 为 零 。 

(2) 两 根 几 何 尺 寸 、 支 承 条 件 完全 相同 的 静 定 梁 ， 只 要 所 受 荷载 相同 ， 则 两 粱 所 对 应 
的 截面 的 挠 度 及 转角 相同 ， 而 与 梁 的 材料 是 否 相 同 无 关 。 








O 悬臂 梁 受 力 如 图 所 示 , 若 A 点 上 作用 的 集中 力 下 在 
Й Бо АВРЕН. ША 截面 的 转角 及 挠 度 都 不 变 。 
# 6.2 对 于 下 列 各 梁 ， 要 求 根据 梁 的 完 矩 图 和 支 座 条 件 ， 男 
amiri 出 梁 的 挠 曲线 的 大 致 形状 。 
6. 3 ” 变 截面 悬臂 梁 受 力 如 图 所 示 。 试 写 出 其 挠 曲线 方程 ， 





并 说 明 积 分 常数 如 何 确定 (不 作 具 体 运 算 )。 
6.4 已 知 长 度 为 ! 的 等 截面 直 梁 的 挠 曲线 方程 : 
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(а) (b) 
习题 6. 2 图 
ұу ДЕ; 
wa) = ЕП 





(1) ZEK P EAR E E hY ҖИР; 

(2) 最 大 弯 矩 (绝对 值 ); 

(3) 分 布 载荷 的 变化 规律 ; 

(4) 梁 的 支承 情况 。 

6.5 ”用 积分 法 求 以 下 各 梁 的 挠 曲线 和 转角 方程 , 并 求 各 梁 中 C 截面 形 心 的 挠 度 we 
和 A、B 截面 的 转角 0,、0;。 

6.6 MXR АВ 承受 均 布 荷载 4 和 力矩 M、 作 用 如 图 所 示 。EI 为 常数 ,试用 秋 加 法 
Ж A 截面 的 转角 0。 及 跨度 中 点 处 C 截面 的 挠 度 тес. 


È 
2a a 4 
С В 
А 
4 УС Т ч 
Ж А d 
@) » 


习题 6.5 图 





6.7 已 知 如 图 所 示 各 梁 的 EI УШ. ФЕ, g, l a 为 已 知 。 用 县 加 法 求 外 伸 梁 
外 伸 端 的 挠 度 和 转角 。 





习题 6.6 图 习题 6.7 图 
6.8 图 所 示 中 g、!、ET 等 为 已 知 。 试 用 释 加 法 求 各 梁 中 截面 A 的 挠 度 和 截面 也 的 转角 。 
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6.9 图 所 示 为 简 支 梁 ， 受 任意 分 布 载荷 q(x) 作 用 ， 梁 的 抗 弯 刚度 为 ET。C、DD 为 梁 

上 的 任意 两 点 ，CD 段 的 弯 矩 图 面积 为 Sco ， 试 证 明 CA, D 点 处 挠 曲线 切线 的 交角 go 一 
0-—0 可 表示 为 











796.98 


6.10 -具有 微小 初 曲率 的 悬臂 梁 如 图 所 示 ， 梁 的 ЕТ 
”为 已 知 # 阁 使 载荷 下 沿 梁 移动 时 ， 加 力 点 始终 保持 相同 的 
高 度 ， 试 求 梁 预先 应 弯 成 怎样 的 曲线 (提示 : 可 近似 应 用 
直 梁 的 公式 计算 微 弯 梁 的 找 度 ) 。 






习题 6. 10 图 
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连接 件 强度 的 实用 计算 


教学 提示 : 本 章 主要 内 容 包 括 工程 中 常用 的 连接 方式 ， 连 接 件 的 剪 切 实用 计算 以 及 挤 
压 实用 计算 。 

教学 要 求 : 了 解 工程 中 零 部 件 之 间 常 用 的 连接 方式 。 会 描述 工程 中 连接 体 受 剪 切 与 挤 
压 的 问题 并 掌握 常用 连接 件 的 剪 切 强度 和 挤 压强 度 的 实用 计算 方法 。 另 外 ， 通 过 典型 工程 
实例 的 分 析 计 算 ， 以 提高 设计 计算 能 力 。 


7.1 51 言 


工程 中 的 构件 通常 是 由 几 部 分 连接 而 成 的 。 在 连接 部 位 起 连接 作用 的 零件 被 称 为 连接 
E. 例如， 表 7. 1 所 示 两 块 钢板 用 锦 钉 (螺钉 ) 连 接 成 一 根 拉杆 ， 其 中 的 锦 钉 (螺钉 ) 就 是 连 
表 7.1 常用 的 连接 方式 
连接 方式 图 и 









ЖҮ 
SN 


ғ Е 
ЕР к Р 
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Е- т ЕЗЙ 
E m 
螺钉 连接 ЕК FEF 
© т 


(а) О) (е) 
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连接 方式 图 й 








Ша 








接 件 ; 轮 和 轴 用 键 连接 ， 键 就 是 连接 件 。 此 外 ,结构 中 常用 的 桦 接 、 销 钉 等 ， 都 是 起 连接 
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作用 的 连接 件 。 

连接 件 本 身 不 是 细 长 直 杆 ， 其 受 力 和 变形 情况 很 复杂 ， 因 而 要 精确 地 分 析 计算 其 内 力 
和 应 力 很 困难 。 工 程 上 对 连接 件 通 常 是 根据 其 实际 破坏 的 主要 形态 (失效 形式 )， 对 其 内 力 
和 相应 的 应 力 分 布 作 一 些 合理 的 简化 ,并 采用 实用 计算 法 算出 各 种 相应 的 名 义 应 力 ， 作 为 
强度 计算 中 的 工作 应 力 。 而 材料 的 许 用 应 力 ， 则 是 通过 对 连接 件 进 行 破坏 试验 、 并 用 相同 
的 计算 方法 由 破坏 荷载 计算 出 各 种 极限 应 力 ， 再 除 以 相应 的 安全 因数 而 获得 。 实践 证 明 ， 
只 要 简化 得 当 ， 并 有 充分 的 实验 依据 ， 按 这 种 实用 计算 法 得 到 的 工作 应 力 和 许 用 应 力 建立 
起 来 的 强度 条 件 , 可 以 满足 工程 应 用 。 

另外 ， 对 纲 钉 (或 螺栓 ) 组 的 受 力 做 如 丰 假 设 : 

(1) 若 各 钾 钉 的 材料 及 直径 均 相 同 ， 且 外 力作 用 线 通过 钉 群 截面 的 形 心 ， 则 每 一 个 锦 
钉 的 受 力 相 同 ; 

(2) 车 饮 杀 群 承受 钉 群 截面 内 的 力 偶 作 用 ， 且 各 锦 钉 的 材料 及 直径 均 相同 ， 则 各 锦 钉 
的 受 力 (从 而 饮 杀 横 截 面 上 的 剪 力 ) 与 其 离 鲍 钉 群 截面 形 心 的 垂直 距离 成 正比 ， 而 力 的 方向 
垂直 于 该 锦 钉 截面 形 心 至 钉 群 截面 形 心 的 连 线 ( 即 假设 连接 件 将 绕 钉 群 截面 形 心 转 动 ) 。 


7.2 剪 切 实用 计算 


前 切 定义 为 相距 很 近 的 两 个 平行 平面 内 ,分 别 作用 着 大 小 相等 、 方 向 相对 (相反 ) 的 两 
个 力 ， 当 这 两 个 力 相互 平 行 错 动 并 保持 间距 不 变 地 作用 在 构件 上 时 ,构件 在 这 两 个 平行 面 
间 的 任 一 (平行 ) 横 截面 将 只 有 剪 力 作用， 并 产生 草 切 变形 。 

ТЕ. 构件 有 沿 其 发 生 相 互 错 动 趋势 的 截面 。 

3777. 剪 切 面 上 的 内 力 分 量 Fs ， 由 截面 法 求 得 。 

名 义 切 应 力 : 假设 切 应 力 沿 剪 切 面 是 均匀 分 布 的 ， 则 名义 切 应 力 为 




















67-1) 
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Жер. А 为 剪 切面 面积 。 
HIRERE: 剪 切 面 上 的 工作 切 应 力 不 得 超过 材料 的 许 用 切 应 力 [r]， 其 工作 应 力 
按 名 义 切 应 力 公式 计算 ， 即 


‹= Г (7-2) 


AH, [т] ЕИН ВИЛЛ, ВАЗЕ ЛЕ ЕЕ т, БК Че 9, ӘРИ 
强度 极限 r, 也 是 按 式 (7 - DHA, ВЭ {ӨГ ЕК БА ЭТИЛ ПЛАН 2], ПЛАТЕ 
由 相同 或 相近 的 试验 测定 的 。 

需要 注意 ， 在 计算 中 要 正确 确定 连接 件 有 几 个 剪 切 面 以 及 每 个 剪 切 面 上 的 剪 力 。 
【例题 7.1】 如 图 所 示 冲 床 ，F = 400kN， 冲 头 [oj] = 
400MPa， 冲 剪 钢板 т, = 360МРа, 设计 冲 头 的 最 小 直径 值 ， 
并 确定 钢板 厚度 最 大 值 。 

Ж. (1) 按 冲 头 压缩 强度 计算 直径 值 4， 即 











8и. 
4-1 5 [с] 
1 
y AF _ /4Х400Х10°М 3 
所 以 d> 2217 хх400МРА^ 34mm 
取 d=34mm 
(2) 按 钢板 剪 切 强度 计算 钢板 厚度 上 ， 上 
-Е ДЕ 
А Жа" 
所 以 
Е 400Х10%Ч 
“ар nX 34mmX 360MPa зешш 
可 以 冲压 的 钢板 最 大 厚度 为 


tx 一 10. атт 


7.3 挤 压 实 用 计算 


工程 中 ， 单 独 承 受 剪 切 的 构件 很 少 ， 连 接 件 与 被 连接 件 相互 接触 并 产生 挤 压 ， 因 而 在 
相互 挤 压 的 接触 面 ( 称 为 挤 压 面 ) 的 局 部 区 域 产生 较 大 的 接触 应 力 ， 称 为 挤 压 应 力 ; 这 种 挤 
压 应 力 过 大 时 ， 将 在 接触 的 局 部 产生 较 大 的 塑性 变形 ， 从 而 导致 连接 失效 。 

挤 压 : 两 构件 相互 接触 的 局 部 承 压 现象 。 

挤 压 面 : 两 构件 间 相 互 挤 压 的 接触 面 。 

ЖЕЛ. 挤 压 面 上 的 总 压力 ， 记 为 Fuso 

基本 假设 : 挤 压 应 力 在 计算 挤 压 面 面 积 上 均匀 分 布 。 若 挤 压 面 为 平面 (如 键 块 ) ， 则 计 
算 挤 压 面 面积 即 为 实际 的 挤 压 面 面积 ; 车 挤 压 面 为 半圆 柱 面 ( 如 锦 钉 、 螺 栓 、 销 钉 )， 则 计 
算 挤 压 面 面 积 等 于 实际 挤 压 面 面 积 在 其 直径 平面 上 的 投影 。 

强度 条 件 : 工作 挤 压 应 力 不 得 超过 材料 的 许 用 挤 压 应 力 [o,.]， 其 工作 应 力 按 名 义 挤 
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压 应 力 公式 计算 , ШШ 


ага (7-3) 
Аһ 





式 中 ，4w 为 计算 挤 压 面 面 积 ， 如 挤 压 面 是 平面 ，A, 为 实际 的 挤 压 面 面 积 ， 如 图 7. 1(a) 所 
жо 如 挤 压 面 为 半圆 柱 面 ，A,. 为 半圆 柱 面 的 投影 面积 ， 如 图 7.1(c) 所 示 。F. 为 挤 压 面 上 
WREN. [on] 为 许 用 挤 压 应 力 ， 其 值 等 于 挤 压强 度 极 限 cu.。 除 以 安全 因数 ， 挤 压强 度 
极限 cu,, 也 是 按 式 (7 - 3) 计算， 由 挤 压 破坏 载荷 除 以 计算 挤 压 面积 得 到 ， 而 挤 压 破坏 载荷 
是 由 相同 或 相近 的 试验 测定 的 。 

需要 注意 ， 连 接 件 与 被 连接 件 的 材料 车 相同 ， 只 需 对 其 一 作 挤 压强 度 计算 ,车 不 相 
同 ， 则 只 需 对 抗 挤 压 能 力 较 弱者 进行 挤 压 强度 计算 就 行 了 。 


ZJ Tela 


(а) (b) (с) 
图 7.1 
【例题 7.2】 挖掘 机 的 减速 器 中 一 齿轮 与 轴 通 过 平 键 连接 已 知 键 所 受 的 力 为 下 一 
12. 1]kN。 平 键 的 尺 十 为: b=28mm, h=16mm, 1: = 70тт. 2646 К = Мпа. ШІН 
所 示 。 键 的 许 用 切 应 力 [rj 三 87MPa， 轮 载 的 许 用 挤 压 应 力 取 [wm.] 王 100MPa， 试 校 核 键 
连接 的 强度 。 
Ж. (1) 校 核 剪 切 强度 。 键 的 受 力 情况 如 图 所 示 ， 此 时 剪 切 面 上 的 剪 力 [ 见 图 (d)] 为 














例题 7. 2 图 
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у лу 879 


Fs=F=12. 1kN=12 1003 
对 于 圆 头 平 键 ， 其 圆 头 部 分 略 去 不 计 [ 见 图 (e)]( 偏 于 安全 )， 故 剪 切面 面积 为 
А =bl,=b(1,—2R) 
=2. 8(7—2X1. 4) 
=11. 76cm? =11. 76X 107* m? 





所 以 , 平 键 的 工作 切 应 力 为 
_Fs_ 12100N 
ТА 11.76Х10-'т? 
=10.3Х10*Ра=10. 3MPa<[r]=87MPa 
满足 剪 切 强度 条 件 。 
(2) 校 核 挤 压强 度 。 与 轴 和 键 比 较 ， 通常 轮 载 抵抗 挤 压 的 能 力 较 弱 。 轮 载 挤 奈 面 上 的 
挤 压 力 为 


F=12 100N 
挤 压 面 的 面积 与 键 的 挤 压 面相 同 ， 设 键 与 轮 载 的 接触 高 度 为 h/2， 则 挤 压 面 面 积 [ 见 
图 (f)] 为 
=} р 1607 09х14 
А =. *ҺЬ=5°(7.0—2Х1.4) 


一 3. 36cm’=3. 36 Х10-' 
HE ТИЕ ІЗГІ 
_F_ 12100N 


wAn 3. 36х10 





=36X10'Pa=36MPa<[o,.]=100MPa 
也 满足 挤 压强 度 条 件 。， 所 以 ， 此 键 安全 。 
【例题 7.3】 鞭 电 池 车 挂 钓 由 插销 连接 ， 插 
销 材料 为 20 钢 ,[r] = 30MPa, [on] = 
100МРа, 4=20тт. :一 8mm， 牵 引力 F= 
15kN， 试 校 核 搬 销 的 强度 。 
解 : (1) 受 力 分 析 ， 两 个 前 切面 一 一 


әт 





ы 





双 剪 。 
(2) 强度 计算 ， 校 核 剪 切 强度 Вр 
_ 正 -15x1lo-N 
СОДА хх?! 


42 
2х 1 х107іт 


-23.9Х10%Ра 
一 23. 9МРа< [гс] 
校 核 挤 压 强度 ， 即 


Е 15 х10-*№ 
ахі. 51 20Х12Х107%т” 











62. 5 <10%Ра= 62. 5MPa< [Lon 1 


бы 


强度 足够 。 
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9 材料 力学 = 
【例题 7.4】 一 锦 接 头 如 图 所 示 ， 受 力 下 =110kN， 已 知 钢板 厚度 为 !*= lcm， 宽 度 4 一 
8. 5cm， 许 用 应 力 为 [oj 二 160MPa; 钾 钉 的 直径 4=1. 6cm， 许 用 切 应 力 为 [т]= 140MPa， 
许 用 挤 压 应 力 为 [om.]=320MPa， 试 校 核 锦 接 头 的 强度 (假定 每 个 锦 钉 受 力 相 等 ) 。 
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Ж: (1) 受 力 分 析 如 图 : 


(2) 切 应 力 和 挤 压 应 力 的 强度 条 件 为 
СЕЕ 110xloN 
A nd? 3.14X1.6 X10 mm 
_Fe_F_ 110X10N 
An dd 4X1X1.6X10 mm 
G) 钢板 的 2 一 2 截面 和 3 一 3 截面 为 危险 截面 ， 应 校 核 拉 伸 强度 ， 即 





--136. 8MPa<[r] 





三 171. 9МРа<[о, ] 





3F 3X110X10'N 

= = -155.7МРа< 

а“ 24) 00851216) Отар, MPa Le] 
Е 110Х10:М 





о; 


= 2 --15 a< 
raa) РСЕ 5-1. 6) ТО 199-4МРа<01 


а ЕВ. 
【例题 7. 5】 如 图 所 示 的 销 钉 连接 中 ,构件 和 通过 安全 销 C 将 力 偶 矩 传递 到 构件 B。 已 知 
ЖШ Е= 267, ЖІЛІК І- 1.2”. 构件 B 的 直径 D==65mm， 销 钉 的 极限 切 应 力 [rj= 
200MPa。 试 求 安全 销 所 需 的 直径 а, 

解 : 取 构件 В 和 安全 销 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 所 示 。 





由 平衡 条 件 УМ,=0, FsD=M.=Fl 
前 力 为 
қ-Ы- в. 92kN 
剪 切面 面积 为 
A=xd’/4 
当 安 全 销 横 截 面 上 的 切 应 力 达 到 其 极限 值 时 ， 销 钉 被 剪断 ， 即 剪断 条 件 为 
Ез Ез 
Аа] 
解 得 
ДЕ, 





а= | [p] 70 0153m 一 15. 3mm 
【例题 7. 6] 如 图 所 示 为 一 凸 缘 联 轴 器 .6 个 M10 的 铵 制 孔 用 螺栓 连接 ， 结 构 尺 寸 如 图 所 
1126 











Ж. а-Птт, О =340тт„ ЇН А НОУ НТ200, ЖИЛ ЕЛУ Л) [сы] = 
100MPa， 螺栓 材料 的 许 用 切 应 力 [zj 一 92MPa， 许 用 挤 压 应 力 [oj 二 300MPa， 许 用 拉 
伸 应 力 [oj 二 120MPa。 试 计算 该 螺栓 组 连接 允许 传递 的 最 大 转 矩 Т. 












Е 


к. 


$340mm 





例题 7.5 图 例题 7.6 图 


解 : 该 匀 制 孔 用 精制 螺栓 连接 ， 所 能 传递 转 欠 天 水 受 螺 栓 剪 切 强度 和 配合 面 挤 压 强度 

的 制约 。 因 此 ， 可 按 螺栓 剪 切 强度 条 件 来 计算 Ts， 然后 校 核 挤 压 面 挤 压强 度 。 也 可 按 曲 

栓 剪 切 强度 和 挤 压 面 挤 压强 度 分 别 求 出 区 Ms， 取 其 值 小 者 。 以 下 按 第 一 种 方法 计算 ， 由 
spar < 
брка? /4 


得 T. = ары. [rt]_ 3х 3840тт хя Хх 11° тт X92MPa 
max 1 


ню“ 的 挤 压强 度 为 





--8.92Х10М, 


式 中 ;hoi 为 最 小 挤 奈 面 高 度 ，hs, 二 60mm 一 35mm 二 25mm; [on] 为 挤 奈 面 材料 的 许 用 挤 
压 应 力 ， 因 螺栓 材料 的 [ond 大 于 半 联 轴 器 材料 的 Га, 11. ШК Con ]==[ow 二 100MPa。 
所 以 

















2T ase 2Х8.92Х10М • mm Е. 
а= раһ 6 odommx 11 ата Х25шш  31-8МРа<Га,1--100МРа 
满足 挤 压 强度 。 
故 该 螺栓 连接 允许 传递 的 最 大 转 矩 Tu 为 8. 92X10N，mm。 
小 结 


机 械 中 的 连接 件 ， 通 常 同 时 受到 剪 切 与 挤 压 作用 。 在 工程 上 采用 “实用 计算 法 ": 假 
设 前 切面 上 切 应 力 均 义 分布， 假设 计算 挤 压 面 上 挤 压 应 力 均匀 分 布 。 此 假定 计算 之 所 以 能 
够 实用 ， 是 因为 建立 强度 条 件 所 用 的 极限 切 应 力 、 极 限 挤 压 应 力 是 由 相同 或 相近 的 试验 测 
定 出 ЕТИП 并 按 同 样 的 假定 计算 求 出 的 。 

对 构件 进行 剪 切 与 挤 压强 度 计 算 时 ， 应 注意 : 
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材料 力学 шс 
(1) 确定 研究 对 象 ， 正 确 画 出 构件 的 受 力图 。 应 明确 剪 力 是 内 力 ， 按 截面 法 确定 ; 挤 
压力 是 外 力 ， 按 静 力 平衡 条 件 确定 。 
(2) 正确 判断 出 剪 切 面 和 挤 压 面 。 剪 切面 平行 于 外 力 ， 且 位 于 方向 相反 的 两 外 力 之 
间 。 挤 压 面 就 是 两 构件 的 相互 挤 压 的 接触 面 。 当 挤 压 面 为 平面 时 ， 挤 压 计算 面 面 积 就 是 挤 
压 面 面积 ， 当 挤 压 面 为 半圆 柱 面 时 ， 挤 压 计算 面 面 积 为 直径 平面 的 面积 。 








思 考题 
7.1 对 连接 件 的 强度 计算 采用 “实用 计算 ”的 依据 是 什么 ? 
7.2 挤 压 与 压缩 有 何 区 别 ? 为 什么 挤 压 许 用 应 力 比 许 用 压 应 力 要 大 ? 
7.3 实际 挤 压 面 与 计算 挤 压 面 是 否 相同 ?” 试 举例 说 明 。 
7.4 试 指出 如 图 所 示 零 件 的 剪 切面 和 挤 压 面 。 
УЧ |е 
F 
(а) (b) 
思考 题 7.4 图 
习 --- 题 . 


7.1 齿轮 与 轴 由 平 键 (j= 二 16mm,， /一 10mm) 连 接 ， 它 传递 的 扭矩 М = 16003 • т. 
轴 的 直径 d= 二 50mms 键 的 许 用 剪 应 力 为 [zj 一 80MPa， 许 用 挤 压 应 力 为 [mw 一 240MPa， 
试 设计 键 的 长 度 。 

7.2 已 知 外 载荷 集 度 g 王 2MPa, 角钢 厚 /=12тт. 长 工 =150m， 宽 0 一 60mm， 螺 栓 
直径 d 王 15mm。 许 用 切 应 力 为 [z]=140MPa， 许 用 挤 压 应 力 为 Con ]=120MPa. Ж В 1% 
连接 强度 (名 略 角钢 与 工 字 钢 之 间 的 摩擦 力 ) 。 


IE 
O а” 
k 


Ht 





习题 7.1 图 
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7.3 两 矩形 截面 木 杆 ， 用 两 块 钢板 连接 如 图 所 示 。 已 知 拉杆 的 截面 宽度 2 一 25mm， 
沿 顺 纹 方 向 承受 拉力 FE 一 50kN， 木 材 的 顺 纹 许 用 切 应 力 为 Гг1-1МРа, 顺 纹 许 用 挤 压 应 
HH [0 1 一 10MPa。 试 求 接头 处 所 需 的 尺寸 L 和 6。 

7.4 如 图 所 示 液 压 操作 系统 机 构 中 ，C 处 销 轴 材 料 的 许 用 切 应 力 Гт1|--120МРа, Ж 
下 一 30kN 时 销 轴 的 直径 。 
































习题 7.3 图 


7.5 ”如 图 所 示 车 床 的 传动 光 杆 装 有 圆柱 安全 联 轴 器 ， 当 超过 一 定 载荷 时 ， 安 全 销 即 
被 剪断 。 已 知 安全 销 的 直径 为 5mm， 剪 切 极限 应 力 r,=370MPa， 求 安全 联 轴 器 所 能 传递 
WIJE М, 。 

7.6 托 架 受 力 如 图 所 示 , 1 = 100КМ. HTH 4=26тт„ REET В RAK 
切 应 力 ( 饮 钉 受 单 剪 ， 即 每 个 饮 匀 只 有 二 个 受 剪 面 )。 


360mm 





120mm 






SS Ші Ж 





ф20 
120mm 


习题 7.5 图 习题 7.6 图 
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第 ӘБ 
应 力 状态 分 析 和 广义 胡 克 定律 


教学 提示 : 对 于 拉 压 杆 、 受 扭 较 轴 、 对 称 谊 曲 的 梁 ， 横 截面 上 的 应 力 可 以 根据 横 截 面 
上 的 内 力 以 及 截面 几何 性 质 利 用 公式 求 出 。 但 是 ， 作 用 在 一 起 处 的 最 大 正 应 力 或 最 大 切 应 
力 不 一 定 在 横 礁 面 上 ,而 它们 常常 是 引起 材料 破坏 的 主要 因素 。 “正如 前 面 对 拉 压 杆 儿 截面 
上 应 力 的 讨论 中 看 到 的 那样 ， 最 大 的 切 应 力 发 生 在 与 轴线 成 45" 的 儿 截 面 上 ， 正 是 它 造 成 
了 低 碳 钢材 料 的 屈服 破坏 。 但 那里 的 讨论 只 是 一 个 初步 ， 本 章 将 针对 更 为 普遍 的 情况 研究 
斜 截 面 上 的 应 力 及 其 极 值 问题 。 另 外 ， 还 将 介绍 复杂 应 力 状态 下 的 应 力 一 应 变 关 系 ， 它 是 
进一步 学 习 强度 理论 、 进 行 电 测 实 验 应 力 分 析 所 必需 的 基本 原理 。 

教学 要 求 : 本 章 让 学 生 深入 理解 应 办 状态 的 概念 ， 学习 运 用 单元 体 表 征 一 点 的 应 力 状 
态 。 会 用 解析 法 计算 一 点 处 儿 截 面 主 的 应 力 、 主 应 力 以 及 最 关切 应 力 。 掌 握 平 面 应 力 状态 
胡 克 定律 。 了 解 应 变 能 密度 > 畸变 能 密度 、 体 变 能 密 疫 的 概念 及 其 公式 。 


8.1 51 言 


811 应 力 状态 的 概念 


应 力 的 定义 表明 ， 应 力 有 四 要 素 : 大 小 、 方 向 、 作 用 点 和 作用 面 。 一 般 来 说 ， 受 力 物 
体内 一 点 处 不 同 截面 上 的 应 力 是 不 同 的 。 例 如 ， 拉 压 杆 内 一 点 在 横 截 面 上 的 正 应 力 为 o= 
Fx/A， 切 应 力 т=0; 而 在 а PHR MI ЕЛУ о, = СЕМ /А) cosa, Л 2 т, = (ЕХ /А) 
cosasing。 构 件 内 一 点 处 所 有 截面 上 的 应 力 情况 ， 称 为 该 点 的 应 力 状态 。 由 一 点 处 某 些 已 
知 截面 上 的 应 力 确定 其 他 截面 上 应 力 的 过 程 ， 称 为 对 该 点 的 应 力 状态 分 析 。 

通过 应 力 状态 分 析 ， 可 以 确定 一 点 处 所 有 截面 上 应 力 的 极 值 ， 从 而 建立 复杂 受 力 情况 
下 的 强度 条 件 。 应 力 状态 分 析 是 建立 强度 理论 的 基础 。 

应 力 状态 分 析 在 实验 应 力 分 析 中 有 着 重要 应 用 。 利 用 电 测 法 可 以 确定 一 点 处 沿 几 个 方 
向 的 线 应 变 ， 然 后 就 可 以 利用 应 力 - 应 变 关系 和 应 力 状 态 分 析 ， 研究 该 点 的 强度 ,或 确定 
构件 上 的 外 力 。 


8: 12 单元 体 


物体 上 一 点 的 应 力 状态 是 利用 单元 体 来 表征 的 。 某 点 的 单元 体 是 假想 围绕 该 点 取出 的 
一 个 边 长 无 限 小 的 连续 的 正六 面体 ， 单 元 体 每 一 截面 上 的 应 力 都 代表 了 物体 相应 点 处 相应 
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截面 上 的 应 力 。 它 具有 如 下 特点 : @ 各 截面 上 应 力 均 匀 分 布 ; @ 在 两 个 相 背 (外 法 线 指向 
相反 ) 的 截面 上 ， 应 力 等 值 反 向 。 因 为 两 个 相 背 的 截面 代表 了 过 考察 点 用 一 个 平面 截 开 物 
体 后 得 到 的 两 个 相互 约束 的 截面 ， 这 两 个 截面 上 的 应 力 具有 作用 力 和 反作用 力 的 关系 ， 自 
然 应 该 是 等 值 反 向 。 

为 便于 表述 ， 这 里 用 截面 的 外 法 线 对 截面 命名 。 如 果 截 面 的 外 法 线 与 x 轴 同 向 ， 该 截 
面 称 为 x ERM; 车 反 向 ， 称 为 x 负 和 截面 ; x 正 截面 和 z 负 截 面 统称 x 截面 。 如 果 单 元 体 
6 个 面 中 的 每 个 面 都 与 Qryz 坐标 系 中 的 一 个 坐标 轴 垂 直 ， 该 单元 体 称 为 xy 单元 体 。 

单元 体 各 个 截面 上 应 力 的 方向 可 能 是 任意 的 ， 为 便于 研究 ， 通 常用 它 在 截面 的 法 向 与 切 
向 、 或 坐标 轴 方 向 的 分 量 ( 称 为 应 力 分 量 ) 来 表示 。 当 用 垂直 于 坐标 轴 的 截面 截取 单元 体 时 ， 
各 截面 上 沿 坐 标 轴 方 向 的 应 力 分 量 如 图 8. 1 所 示 ， 其 中 的 标识 符 : on oy, о. 分 别 表示 т. 
у, = 截面 上 的 正 应 力 ;， rs 表示 x 截面 上 平行 于 > 轴 的 切 应 力 (第 一 个 下 角 标 指示 切 应 力作 用 
的 截面 ， 第 二 个 下 角 标 指示 它 的 方向 ); zt, 表示 у 截面 上 平行 于 垃 轴 的 切 应 力 ; 其余 切 应 力 
标识 符 的 含义 依 此 类 推 。 由 切 应 力 互 等 定理 得 | |= rosa|=|r,|, |т„|=]г„|. 























Ж Б 





(а) 
Еізгі 


在 物体 上 一 点 处 可 取出 无 限 多 个 不 同方 向 的 单元 体 ， 后 续 的 研究 表明 ， 只 要 知道 了 某 
一 个 单元 体 ( 各 截面 ) 上 的 应 力 ， 则 其 他 任意 取向 的 单元 体 上 的 应 力 都 能 确定 ， 也 就 是 说 ， 
物体 上 该 点 任意 斜 截面 上 的 应 力 都 能 确定 。 可 见 ， 一 点 处 的 应 力 状态 完全 可 以 用 该 点 处 一 
个 单元 体 上 的 应 力 来 描述 。 
【例题 8.1】 图 示 外 伸 梁 的 a、c 点 位 于 滑动 铵 支 座 所 在 横 截 面 忆 的 右 侧 ,5 点 位 于 左 侧 ， 
试用 单元 体 表示 а, b, с 三 点 处 的 应 力 状态 。 

解 : (1) 作 内 力图 。 剪 力图 和 弯 和 矩 图 分 别 如 图 (b) 、(c) 所 示 。 





























(2) 取 单 元 体 。 
a 点 横 截 面 上 切 应 力 为 零 ， 正 应 力 о, 为 拉 应 力 ， 大 小 为 
=. =М.—6Ё! 
%--бм урра 


取 a 点 单元 体 如 图 Cd) 所 示 。 
0 点 在 横 截 面 上 的 正 应 力 m 同样 为 拉 应 力 ， 大 小 为 
о. _ 3FL 


а = Bh? 


而 横 截 面 上 的 切 应 力 т, 与 该 截面 上 的 剪 力 方向 一 致 ， 剪 力 为 负 值 ， 切 应 力 亦 为 负 值 ， 大 小 为 
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Fl 
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(4) 


(е) (0) 
gim s` E 
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取 b 点 单元 体 如 图 (e) 所 示 。 
c 点 位 于 中 性 轴 上 一 横 截面 上 的 正 应 力 为 零 ， 切 应 力 为 正 值 ( 因 剪 力 为 正 值 );， 大 小 为 


取 c 点 的 单元 体 如 图 (f) 所 示 。 
【例题 8.2】 薄 壁 圆 简 壁 厚 为 $， 内 径 为 D(6 二 D/20)， 受 内 压 p 作用 ,如 图 所 示 ， 试 用 单 
TERR а, b 两 点 处 的 应 力 状 态 。 
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解 : (1) 横 截 面 上 的 应 力 。 圆 简 沿 轴线 方向 受 拉 伸 。 
过 一 横 截 面 截取 右 侧 部 分 为 分 离 体 ， 如 图 (b) 所 示 ， 沿 轴 向 的 总 压力 为 
zD’ p 
4 
由 于 壁 厚 远 小 于 直径 ， 横 截面 积 近似 为 A 二 rzD6， 则 横 截面 上 的 正 应 力 为 


Ев LD 
УТ: 


Fr= 


(8—1a) 


而 切 应 力 为 零 。 
(2) 径 向 纵 截面 上 的 应 力 。 圆 简 在 内 压 作 用 下 ,所 有 径 向 纵 截面 上 应 力 情况 相同 : 切 
应 力 为 零 ; 周 向 正 应 力 о, 近似 为 均 布 (因为 简 壁 很 薄 )。 
现 用 相距 dz 的 两 个 横 截 面 ( 工 一 工 与 工 一 下 ) 和 一 个 与 у 轴 垂 直 的 径 向 纵 截 面 截取 分 
离 体 ， 注 意 简 内 的 气体 (或 液体 ) 一 起 被 取出 ， 如 图 (c) 所 示 。 列 平衡 方程 为 
ХЕ,-о. РПал--2в,б4л--0 























得 
(8-1) 


с, = 


式 (8 -1) 是 薄 壁 圆 简 不 力 容器 的 应 力 公式 。 

(3) PAIE, Wa, b 两 点 处 的 单元 体 分别 如 图 (d)、(e) 所 示 。 注 意 到 a 点 所 在 的 外 
表面 是 自由 面 ， 该 面 上 无 应 力 ; 而 4b 点 所 在 的 内 表面 上 受 内 压 p 作用 ， 相 应 面 上 的 正 应 力 
Жо.--р. 


зване 


UFER PE P а ЗЕ ЖИ ЕМИЛ ЛУ ЛЫ. ТІ! 应 力 状 态 的 主 平面 ; 
该 截面 的 法 线 方向 称 为 主 方向 ; 主 平面 上 的 正 应 力 ( 即 全 应 力 ) 称 为 主 应 力 。 例 如 ， 在 例 
题 8.1 中 ,a 点 zx 截面 ( 横 截 面 ) 上 的 切 应 力 为 零 ，x 截面 是 a 点 应 力 状态 的 主 平面 ，z 轴 
方向 为 主 方向 о, 为 主 应 力 ; 梁 上 任意 点 (如 点) 处 < 截面 上 的 切 应 力 都 为 零 ， 所 以 ， z 
截面 是 各 点 应 力 状态 的 主 平面 ，* 轴 方 向 为 主 方向 ， 正 应 力 o,( 二 0) 为 主 应 力 。 

弹性 力学 中 业已 证 明 ， 对 构件 内 任意 点 ， 均 存在 三 个 互相 垂直 的 主 平面 ， 亦 即 存在 三 
个 互相 垂直 的 主 方向 、 主 应 力 。 将 这 三 个 主 应 力 按 代 数值 由 大 到 小 的 顺序 分 别 用 c, о. 
о, KRT. MA 


26 

















6,220:226; 
在 构件 上 一 点 处 用 三 对 互相 垂直 的 主 平面 截取 的 单元 体 称 为 主 单 元 体 。 如 例题 8. 1 中 
的 图 (d) 以 及 例题 8. 2 中 的 图 (d) 和 图 (e) 等 三 个 单元 体 均 为 主 单元 体 。 
主 应 力 和 主 方向 在 强度 理论 和 实验 应 力 分 析 中 有 重要 应 用 。 


应 力 状态 分 类 


一 点 处 的 应 力 状态 按 三 个 主 应 力 为 零 的 情况 可 作 如 下 分 类 : 
若 三 个 主 应 力 中 有 且 仅 有 一 个 非 零 ， 称 为 单 向 应 力 状态 。 例 如 : 单 向 拉 压 杆 内 各 点 的 
应 力 状态 为 单 向 应 力 状态 ; 受 弯 梁 的 上 侧 和 下 侧 无 外 力作 用 处 [如 例题 8. 1 图 (a) 中 的 a 
点 ] 的 应 力 状 态 也 是 单 向 应 力 状 态 。 
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车 三 个 主 应 力 中 有 且 仅 有 一 个 为 零 . 称 为 二 向 应 力 状态 。 例 如 : 受 扭 圆 轴 的 外 表面 上 
各 点 的 应 力 状态 ; 压力 容器 外 表面 上 各 点 [例题 8.2 图 (a) 中 的 a 点] 的 应 力 状态 。 

若 三 个 主 应 力 均 不 为 零 ， 称 为 三 向 应 力 状态 。 例 如 : 压力 容器 内 表面 上 各 点 的 应 力 状 
态 是 三 向 应 力 状 态 ， 参 见 例题 8. 2 图 (e) 。 一般 来 说 ， 压 力 容 器 内 表面 上 各 点 的 径 向 主 应 
力 oc. 二 一 p 和 另外 两 个 主 应 力 相 比 ， 量 值 很 小 ， 常 忽略 不 计 ， 这 时 ,可 视 为 二 向 应 力 状 
Ж, 又 如 ， 道 路 或 钢轨 上 与 车 轮 接触 点 处 的 应 力 状态 ， 也 是 三 向 应 力 状态 。 

单 向 应 力 状态 和 二 向 应 力 状 态 又 统称 为 平面 应 力 状态 。 等 价 的 定义 为 : 如果 单元 体 上 
所 有 的 应 力 分 量 ， 都 平行 于 同一 个 平面 (或 者 说 ， 都 在 同一 平面 内 )， 则 称 该 应 力 状 态 为 平 
面 应 力 状态 。 构 件 自 由 表面 上 各 点 的 应 力 状 态 都 是 平面 应 力 状 态 。 平 面 应 力 状态 是 工程 力 
学 计算 中 出 现 最 多 的 应 力 状态 。 

所 有 应 力 状 态 统称 为 空间 应 力 状态 (但 有 些 著作 上 尤 指 三 向 应 力 状态 ) 。 





























82 平面 应 力 状态 分 析 


设 构件 内 一 点 处 туе 单元 体 上 的 应 力 分 量 为 已 知 ， 如 图 8. 2(a) 所 示 。 因 为 所 有 的 应 力 分 
量 都 平行 于 Оху 平面 ， 为 简便 计 ， 将 单元 体 改 用 平面 图 标识 ， 并 将 切 应 力 标 识 符 中 的 第 二 个 
下 角 标 省 略 掉 (r,=rv ，z 王 rz)， 如 图 :8:24b) 所 示 。 应 力 分 量 正 负 号 的 规定 同 前 ， 即 正 应 力 
以 拉 为 正 ， 压 为 负 ， 切 应 力 以 对 单元 体内 一 点 的 矩 成 顺 时 针 转 向 时 为 正 ， 逆 时 针 转 向 时 为 
负 ， 图 8. 2(b) 所 示 中 cr o, т, ТЕТІН Н, т,---т,. 

现在 研究 同一 点 处 zy 单元 体 上 的 应 力 情况 - 新 坐标 系 Олу = 是 由 Orys 坐标 系 
с 轴 旋 转 任意 角度 得 到 .转角 а 以 逆 时 针 转 为 下 3 





(а) (b) (е) 


ян Бено 


1. 解析 法 

为 求 单 元 体 ryz 中 x, 截面 上 的 应 力 ， 对 单元 体 cyz И] хт, 截面 截取 如 图 8. 3(a) 所 示 
的 分 离 体 ，z。 截面 上 的 未 知 应 力 分 量 c-. т, 按 正 向 设 定 ,为 书写 方便 . 记 6o,=6 ,二 
T 。 将 分 离 体 各 截面 上 的 应 力 合成 合力 ， 如 图 8. 3(b) 所 示 ， 其 中 ,dA Ут, 截面 的 面积 。 
列 平衡 方程 为 








-wanmmmmmmn 应 力 状态 分 析 和 广义 胡 克 定律 第 8 ЖЕ, 





图 8.3 入 

ХЕ,-0 ; К 
adA 十 rdAcosasina 一 avdAcosacosae 十 r,dAsini с0%45-9,4Авіпазіпа--0 
注意 到 rc 与 ,数值 相等 (其 正 负 号 ， 即 方向 ， 在 列 投影 式 时 已 子 以 考虑 )， 可 得 


с, =6,соѕ'а+о, sin’ қан 


















































NaN ынаа (8 – 2а) 
Ж, УЕ, =0. "ИЗ № 
т, = (0, — 0, )соѕаѕіпа r, (соза sina) (8 - 2b) 
ақы 
利用 三 角 丽 数 关系 ， 式 (8 - 2) 又 可 写 为 人 
2; (8 – За) 
т A X (8 - 3b) 


да-юша(а- уйн тан снавання a 以 为 周期 的 函数 。 由 
于 单元 体内 相 背 (方向 角 相 差 x) 的 两 截面 上 应 力 相 同 ， 作 应 力 状态 分 析 时 ， 可 将 a 取 值 限 
定 在 一 个 周期 内 。 

为 了 计算 截面 [ 见 图 8. 2(c)] 上 的 应 力 ， 只 需 将 式 (8 -3) 中 的 a 换 成 a 十 90" 即 可 得 


2: се бе y *cos2a Hr, ѕіп2а 








Мані А 
2 зіп2а--т,соз2а 





可 得 





о, “Ға, o, (8-4) 
该 式 表 明 ， 平 面 应力 状 态 中 一 点 处 两 个 互 垂 直 的 截面 上 ， 正 应 力 之 和 为 不 变量 。 

2. 图 解法 
1) 应 力 圆 


式 (8 -2) 是 一 对 参数 方程 ， 消 去 参数 a 得 到 .一 = 关系 式 ， 即 


(а-ы +: = (есе Т +r? 
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ARE o-r 坐标 系 中 的 图 线 是 一 个 圆 ， 如 图 8.4 所 示 ， 其 圆心 坐标 为 [到 Co а). 01; 
半径 为 


R= (= 5°) + 


此 圆 称 为 应 力 圆 ， 因 最 早 是 由 德国 工程 师 莫 尔 (O. Mohr，1835 一 1918) 引 入 ， 故 又 称 莫 
ЖА 





























由 参数 方程 式 (8 - 3) 与 应 力 圆 的 对 应 关系 ,不 难看 出 ， 单 元 体 与 应 力 圆 的 对 应 关系 
ШЕ: 
(1) 点 面 对 应 ;应力 圆 上 的 一 点 与 单元 体 上 某 一 方位 的 截面 相对 应 ， 应 力 圆 上 点 的 坐 
标 就 是 单元 体 上 相应 截面 上 的 应 力 分 量 。 
(2) 转向 相同 ， 角 度 二 倍 : 对 于 单元 体内 任意 两 个 截面 т.п. 设 在 应 力 圆 上 的 对 应 
点 为 M、N， 若 从 截面 冯 道 (或 顺 ) 时 针 转 到 截面 的 角度 为 及 ， 则 在 应 力 圆 上 从 点 Мй 
(或 顺 ) 时 针 到 点 N 所 成 的 圆 弧 角 为 28。 
2) 应 力 圆 的 基本 作法 
对 于 图 8. 2 所 示 的 平面 应 力 状 态 ， 求 作 应 力 圆 的 方法 如 下 。 
(1) 建立 c-zr 坐标 系 (用 作 图 法 求 数值 解 时 要 选择 比例 尺 ) ， 如 图 8. 5 所 示 ; 











Р, (С.Х) 





图 8.4 


(2) 在 oc-r 坐标 系 中 ,由 xz 截面 上 的 应 力 (o,， zt ) 定 出 点 Do 由 у 截面 上 的 应 力 
(go,， 一 zt,) 定 出 点 D, (不 失 一 般 性 ， 这 里 假设 c, 220,220. т.220). Ж р, MD, Ж 
o WFCA, 

(3) 以 点 С 为 圆心 、CD, (或 CD, ) 为 半径 作 圆 ， 即 得 。 

读者 可 自行 证 明 该 作法 的 正确 性 ， 即 证 圆心 位 置 与 半径 的 正确 性 。 

3) 斜 截面 上 的 应 力 

根据 单元 体 与 应 力 圆 的 对 应 关系 ,图 8. 3 所 示 的 单元 体 中 ，z。 斜 截面 是 由 z 截面 逆 时 
针 转 a 角 得 到 ， 则 在 应 力 圆 上 ，x 斜 截面 的 对 应 点 О Ар АА ас 截面 对 应 点 Р, 沿 圆周 逆 时 针 
转 2a 角 得 到 ， 如 图 8. 5 所 示 。x。 斜 截面 上 的 应 力 co、zre 就 是 应 力 圆 上 点 D。 的 横 、 纵 坐 
标 ， 即 图 8. 5 中 线段 0B, ，B。D, 的 长 度 。 也 可 作 严 格 证 明 : 
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设 ZD,CB, 为 2w ， 则 








СВ, = Ср, соѕ( 2а, + 2а) = С”, соѕ2а,соѕ2а — CD, ѕіп2а, sin2a 











СВ, соза — В, „вїп2а=°*—°®соз2а—т„зїп2а 

















2 
| 
OB. =0C+CB, =% 4% 7 ~ cos2a t, sin2a=0, 
同 理 可 证 ， 
В„О„=т, 


由 此 可 见 ， 应 力 圆 有 两 种 应 用 : 一 是 按 比 例 作 图 求 近似 数值 解 ; 二 是 由 几何 关系 推出 
解析 式 。 此 外 ， 还 多 用 于 应 力 状态 的 定性 分 析 。 由 于 计算 机 的 普及 ， 第 一 种 应 用 已 很 





少见 。 
【例题 8. 3】 从 构件 自由 表面 上 一 点 О 处 取出 的 单元 体 如 图 Ca) 所 示 。 若 将 单元 体 的 取向 
顺 时 针 旋转 15"， 如 图 (b) 所 示 ， 试 求 其 各 截面 上 的 应 力 。 


RY 





(а) 


例题 8. 3 图 


Ж. (1) 基本 数据 。 作 用 在 原单 元 体 上 的 应 力 分 量 为 
а, = —56МРа, о, =16МРа. т, =24МРа 





则 

r=; 
2 

(2) лу 截面 上 的 应 力 。 坐 标 轴 zi 与 坐标 轴 zx ЭС 一 一 15"。 利 用 式 (8- 3)， 得 


9+0, 10: —0, 
= “г 


=—20МРа, © 








® +a, 36MPa 








в сов2а--г,віп2а 

















m 2 
20MPa 十 (一 36MPa)cos( 一 15"X2) 一 (24MPa)sin( 一 15"X2) 
----39.18МРа 
Tay =“ а ѕіп2а -т,соѕ2а 
(—36MPa)sin(—15°X 2) + (24МРа) соѕ(— 15° 2) 
= 38. 8MPa 


(3) у, 截面 上 的 应 力 。 求 解 r, 有 两 种 方法 : 一 是 用 斜 截面 应 力 公式 (8 - 3)。 注 意 到 
y 轴 与 z 轴 的 夹 角 a 二 75"， 于 是 ,得 


1371 
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6,7 6, 
n 2 2 
=—20MPa+ (— 36МРа)соѕ(2 X 75°) — (24MPa)sin(2X 75°) 
= —0. 82MPa 
二 是 利用 式 (8 -4) 求 取 ， 得 
б; =0,.+0,—0,, 
= —56МРа+16МРа— (— 39. 18МРа) 
= —0. 82МРа 
利用 切 应 力 互 等 定理 得 





соѕ2а —т, ѕіп2а 


和 一 一 把 二 一 3 8MPa 
当然 ， 也 可 以 利用 斜 截面 应 力 公式 (8 -3) 求 取 。 
(4) 夯 出 单元 体 图 (b) 上 的 应 力 分 量 ， 如 图 所 示 。 


应 力 极 信 与 主 应 力 Ch 


对 于 图 8. 2 所 示 的 平面 应 力 状态 ， 由 式 (8 - 3a) 可 知 ， 斜 截面 上 的 正 应 力 o 是 斜 截 面 
方向 角 a 以 为 周期 的 正弦 (或 余弦 ) 函数 ， 当 a 连续 变化 一 个 周期 ，o 必 将 取得 一 次 极 
(最 ) 大 值 和 一 次 极 ( 最 ) 小 值 ， 为 确定 其 极 值 截面 方位 ， 令 

45, 


a 





将 式 (8 -3a) 代 入 ,可 解 得 
папа (8-5) 
6,- 6, 
(“е 
若 式 (8 - 5) 右边 分 子 与 分 母 的 值 同时 为 零 ,解答 不 能 被 确定 。 这 种 情况 为 : т, = т, 
=0, o. =0,=6, (8-2). 得 0. =0, =o 即 任 一 斜 截面 都 是 主 平面 ， 所 有 主 应 力 
都 相等 。 这 种 应 为 状态 的 应 力 圆 退化 为 一 个 点 {ao，0)。 
下 面 研究 式 (8- 5) 右 边 分 子 与 分 母 不 同时 为 零 的 情况 。 当 а ТЕ с, 的 一 个 周期 x 的 范围 
内 取 值 时 有 两 个 解 ， 和 披 此 的 差 值 为 x/2。 这 两 个 解 为 


-&р,СА,=а, 
1 А-а, ДЕМЕ 
+ ёРр,СА;=а,+< 


应 力 圆 与 = 轴 的 交点 A, 与 A, УЗА о, 的 极 大 与 极 小 值 所 在 的 截面 。 点 А, 与 А. 的 横 
坐标 为 














ОА) == 
ОА; “© “ЕК 
正 应 力 极 值 ， 即 
~ ГЕ 8-6 
быс 2 2 
con 的 方向 w 也 可 以 用 下 式 确定 ， 即 
а arctan( L | arctan( Te ) (8-7) 
0,7 Omin Omax бу 























ЛЕШ: 
在 图 8.5 中 ， 作 D,B, 的 延长 线 ， 交 应 力 圆 于 点 Е. ERAF, W 
ZB,AsF=a, 
:下 的 方向 就 是 ws 的 方向 ， 即 
BF BF т, 
Тапа, 
А,В, ОВ, = ОА, 9.7 Omin 


再 由 式 (8 -4) B 
Omax 二 onin 0, H0, 
可 得 
Tr 
Omax бу 





tana = — 


式 (8 -7) 得 证 。 

应 力 圆 上 的 点 Al 与 А; 的 纵 坐 标 都 为 零 ， 单 元 体内 正 应 为 取 极 值 的 截面 上 的 切 应 力 为 
零 ， 故 正 应 力 取 极 值 的 截面 是 主 平面 ，ow、 和 On EEEH., 

注意 到 = 截面 也 是 主 平面 ,该 截面 上 的 主 应 力 5 一 0。 将 三 个 主 应 力 Cms Cun о. = 
0 按 代 数值 由 大 到 小 的 顺序 排列 ， 依 次 就 是 о, оү о. 


жағала 0002 


由 式 (8- 3b) 可 知 ， 斜 截面 上 的 正 应 力 т, 是 斜 蕉 面 方向 角 以 x 为 周期 的 正弦 函数 ， 
当 a 连续 变化 一 个 周期 ，t, 必 将 取得 一 次 极 ( 最 ) 大 值 和 二 次 极 ( 最 ) 小 值 。 从 图 8.5 所 示 的 
应 力 圆 上 可 以 看 出 ， 切 应 力 极 大 值 截面 的 对 应 点 是 :3 ， 极 小 值 截面 的 对 应 点 是 S,， 这 两 
点 纵 坐 标的 绝对 值 都 等 于 应 力 圆 半 径 К. ЖОН. ЖИ 


ШЫ ®] +: (8-8) 
Tmin 


Tuw、Tmn 所 在 的 截面 与 ow 所 在 的 主 平面 夹 角 分 别 为 土 x/4。 注 意 ， 在 这 两 个 截面 上 通常 还 存 
在 正 应 力 ， 其 值 就 是 应 力 圆 圆心 的 横 坐 标 ， 也 是 任意 两 个 互 垂直 截面 上 正 应 力 的 平均 值 

















а. = (8-9) 


【例题 8. 4】 已 知 平面 应 力 状 态 如 图 Ca) 所 示 。 试 求 面 内 正 应 力 和 切 应 力 的 最 大 值 与 最 小 
值 ， 并 在 单元 体 图 上 夯 出 。 


内 





20MPa 





а) b) (е) 
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解 : 1. 求 面 内 最 大 与 最 小 正 应 力 ( 即 主 应 力 ) 及 其 作用 截面 。 
方法 1: 
(1) 确定 面 内 极 值 正 应 力作 用 截面 的 方向 角 ( 主 方向 )， 即 





--2г, 一 2X30MPa 
tanza a, T0 20]MPa O 


2a 在 一 180 "一 十 180" 范 围 内 ， 有 两 个 解 ， 即 


2а! = —36. 87°, 2a"=143. 13° 














” 


а = —18. 44°, а'=71.56° 


D 求 面 内 最 大 与 最 小 正 应 力 ( 主 应 力 ) ， 即 
将 2а'=—36. 87" 代 入 斜 截面 应 力 公式 (8 - За). а 一 一 18.448 截 面 上 的 正 应 力 为 








a sin2a' 
2 2 
—(60—20)MPa | (60+20)MPa 


2 t 2 cos(—36°87°)= (30MPa)sin(—36. 87°) 





=70МРа 


а" =71. 56" 截 面 上 的 正 应 力 为 
o"=0, +0) —6' --(60-20--70)МРа 30MPa 
结论 : 面 内 的 最 大 正 应 为 0%, 二 =o' 二 70MPa， 和 作用 在 a'== 一 18.44" 的 截面 上 ; 面 内 的 
最 小 正 应 力 бм =о”=—30МРа. (ЕЖЕ а" =71.56°[0 ИШ Е. 
作 主 单元 体 图 ”如 图 Cb) 所 示 。 
方法 2: 
(1) 求 面 内 的 最 大 与 最 小 正 应 力 ， 即 


Omar) 2.0, бду а. а 
|е еа 


Omin 




















(6000) MPa, [| +‹зомһ»› 


(2) 确定 面 内 最 大 与 最 小 正 应 力作 用 的 方向 ， 用 式 (8 -7) 求 6x 的 方向 角 ， 即 
а, arctan( Te ) arctan( SOMDA ) 18. 44° 


жаса; (70--20)МРа 
SR cm 的 方向 角 ， 即 

















as =a +90° 18. 44°+90°=71. 56° 
与 方法 1 所 得 结果 相同 。 
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сезем ERSA аал ЖЗ 
2. 求 面 内 最 大 与 最 小 切 应 力 及 其 作用 截面 
由 式 (8 -8) 求 面 内 最 大 和 最 小 切 应 力 为 


(=) += 


三 生 (Eey + (30MPa)? 


= +50МРа 
ra 与 rm 作用 截面 的 方向 角 为 


а, 








26. 56° 
一 63. 44° 


由 式 (8 -9)， 这 两 个 截面 上 的 正 应 力 均 为 
а= +ø, _ (60—20) МРа | 


! | =а,45°=— 18. 44" 士 45" 一 





作 切 应 力 取 极 值 的 单元 体 图 ， 如 图 (c) 所 示 。 
【例题 8. 5】 试 作 如 图 (a) 所 示 纯 剪 切 应 力 状态 的 应 力 圆 ， 并 以 此 确定 3 








E 应 力 和 主 方向 。 
ті 
|20.) 
2 
А А, 
a% ; қ 
т 
== 
[240.0 
(а) (b) (с) 
例题 8. 5 图 


т. (1) 作 应 力 圆 。 (Еос 坐标 系 中 ， 由 单元 体 zz 和 у 截面 上 的 应 力 定 出 相应 的 点 D. 
和 D,， 这 两 点 的 连 线 与 c 轴 的 交点 即 原点 O， 以 原点 为 圆心 ，OD, =r 为 半径 作 应 力 贺 
(2) 主 应 力 和 主 方向 。 点 А, 和 А, 对 应 的 3 











ЕЗИ ЕЛЕМ. Вр zx -y 平面 内 的 主 应 
力 为 








а.о 与 工 轴 的 夹 角 ， 即 


另 一 主 应 力 m =0.=0. 
作 主 单元 体 如 图 (c) 所 示 。 
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83 空间 应 力 状态 分 析 


设 一 点 处 的 主 单元 体 为 已 知 ， 如 图 8. 6(a) 所 示 ， 对 其 进行 空间 应 力 状态 分 析 。 


У 





зин Бр E 


用 任意 斜 截面 从 主 单元 体 中 截取 分 离 体 ， 如 图 8.6(b)、(c) 所 示 。 设 斜 截面 面积 ; 
dA、 外 法 线 的 方向 余弦 为 L m, m 

首先 将 斜 截面 上 的 应 力 分 解 成 没 坐标 轴 т. у, с 方向 的 分 量 p, pys р. WE 8. 6(b) 所 
示 。 注 意 : 在 = 负 截 面 上 作用 有 正 应 力 oo НЖИОЛЕУЕ,-0, ХЕ, =0 УЕ, =0. ПИ 

р. =011. р,=о,т. f:=on (8-10) 
则 斜 截面 上 的 全 应 力 为 
p= Мр рр УФ Бот? Бап! 
车 将 全 应 力 p 向 截面 的 法 向 和 切 向 分 解 成 正 应 力 о, 和 切 应 力 т,. ШЇ 8. 6(c) 所 示 ， 则 
о, =pl+pm+t+pn, т = р а 

将 式 (8- 10) 代 入 上 两 式 ， 得 














om 一 0102 十 ca7122 十 as712 (8- Па) 
t= Jal оёт? оп? — o, (8-11b) 





当 已 知 主 单元 体 上 的 应 力 和 某 一 斜 截面 外 法 线 的 方向 余弦 时 ， 可 用 式 (8 - 11) 计 算 此 
斜 截面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 


1. 斜 截面 应 力 的 值 域 一 一 三 向 应 力 圆 

由 式 (8-11) 可 知 ,在 主 应 力 确定 的 情况 下 ， 斜 截面 应 力 (o,，zm ) 只 是 截面 方位 (或 即 
方向 余弦 ) 的 函数 ， 当 斜 截面 方位 取 遍 定义 域 时 ，(m，zr) 在 c-zr 坐标 系 中 对 应 点 的 集合 
称 为 值 域 。 为 获得 斜 截面 应 力 的 最 大 值 ， 需 了 解 它 的 值 域 情 况 。 
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首先 考察 与 m 平行 的 任意 斜 截面 上 的 应 力 。 此 时 ， 
斜 截面 法 线 的 方向 余弦 п=0. [= соѕа. 注意 到 十 mm 十 
тісі. ША m=sina, КА (8-11). ЭЙЕ. (о 
zt, ) 就 是 式 (8 2) 95008-3) 0 C, т). 在 so-r 坐标 系 
中 对 应 的 图 形 就 是 过 点 A1 (ot ，0) 与 A;(o;，0) 的 应 力 圆 ， 
如 图 8.7 所 示 ， 绘 图 时 假设 ав12>0,->а,2>0, 
同 理 ， 对 于 平行 于 o 的 任意 斜 截面 (方向 余弦 m= 二 0)， 
对 应 于 or 坐标 系 中 过 点 A;(o;，0) 与 A1(o,，0) 的 应 力 
ІН, 对 于 平行 于 o 的 任意 斜 截 面 (方向 余弦 /二 0)， 对 应 于 
„шн a a 

应 力 圆 统称 为 三 向 应 力 圆 。 Рн 

Ыйга. 如 果 截 面 与 三 个 主 应 力 均 为 斜 交 ， 则 截面 对 应 的 点 必定 落 在 三 个 应 力 圆 所 
围 的 区 域 (图 8. 7 中 阴影 区 ) 内 。 

综 上 所 述 ， 单 元 体 任 一 斜 截面 上 的 应 力 (6, т.) EAr 坐标 系 中 的 值 域 为 三 个 应 力 圆 所 
围 的 闭 区 域 。 

一 般 情况 下 ， 空 间 应 力 状 态 的 三 向 应 力 圆 由 三 个 圆 构 成 ,但 要 注意 两 种 特殊 情况 ， 当 
有 两 个 主 应 力 相 等 的 时 候 ， 如 单 向 应 力 状 态 时 入 其 三 向 应 力 圆 退化 为 一 个 圆 ; 当 三 个 主 应 
力 都 相等 时 ， 其 三 向 应 力 圆 退化 为 一 个 点 称 为 点 圆 。 

2. 最 大 应 力 


从 斜 截面 应 力 的 值 域 图 上 可 以 直观 地 获得 单元 体内 的 最 大 应 力 ， 显 然 最 大 、 最 小 正 应 
力 分 别 为 
































ao 一， (8-12) 
др == (8-13) 
其 所 在 截面 的 法 线 与 mr o, о, 的 夹 角 分 别 为 x/4、r/2、r/4。 
以 后 再 讲 最 大 切 应 力 ， 如 无 特别 说 明 ,， 均 指 用 式 (8 - 13) 确 定 的 空间 应 力 状态 中 的 最 
大 切 应 力 (平面 应 力 状态 视 为 特殊 的 空间 应 力 状 态 ) 。 
À 【例题 8.6】 已 知 如 图 所 示 应 力 状态 中 的 应 力 т, = 40МРа. 
o, =—60MPa, co 一 60MPa， 试 求 主 应 力 和 最 大 切 应 力 的 值 。 
解 : (1) 确定 Oxy 平面 内 的 主 应 力 。 
单元 体 上 的 c. 是 主 应 力 。Oxy 平 面 内 的 主 应 力 仅 依赖 于 该 
平面 内 的 应 力 分 量 ， 即 
6,--0. в,----6ОМРа. т, =40МРа 
代入 平面 应 力 状态 极 值 正 应 力 公 式 (8 -6)， 即 


е ias (=) +в 


最 大 切 应 力 为 














Gmin 2 
—60МРа | ea ONE 
2 2 
20 
= _ goMPa 
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一 一 一 一 一 一 
(2) 确定 主 应 力 ， 即 
0 一 0- 一 60MPa, о, =20МРа, б;----80МРа 
G) 确定 最 大 切 应 力 ， 即 
0 一 as 6ОМРа--(-80МРа) 
2 2 














=70МРа 





Tmax 


8.4 广义 胡 克 定律 


对 于 各 向 同性 的 线 弹性 体 ， 第 2 章 介 绍 了 拉 ( 压 ) 胡 克 定 律 ， 即 单 向 应 力 状 态 下 的 应 力 
应 变 关系 ， 如 图 8. 8 所 示 的 单元 体 有 : 


Ше, є, „к, ?» У. = Yz 
第 3 章 介绍 了 剪 切 胡 克 定律 ， 即 纯 剪 切 应 力 状 态 下 的 应 为 应 变 关系 ， 如 图 8.9 所 示 的 


单元 体 有 : 











0 





(а) (b) (а) ©) 
图 8.8 图 8.9 


本 节 介 绍 应 用 更 加 广泛 的 复杂 应 力 状 态 下 的 应 力 应 变 关 系 ， 即 广义 胡 克 定律 ， 也 通称 
为 胡 克 定律 。 


广义 胡 克 定律 内 容 


1. 平面 应 力 状态 胡 克 定律 

考虑 一 般 的 平面 应 力 状态 如 图 8. 10(a) 所 示 。 对 于 各 向 同性 材料 ， 当 在 线 弹 性 范围 
工作 且 变 形 微小 时 ， 可 以 利用 琶 加 法 求 变形 。 图 8. 10(a) 所 示 的 应 力 状态 可 看 作 图 8.10 
(b)、(c) 、(d) 三 种 应 力 状 态 的 组 合 ， 根据 图 8. 8、 图 8. 9 所 示 应 力 状态 的 胡 克 定律 进行 秋 
加 ， 即 可 得 到 面 内 应 变 和 应 力 的 关系 : 





ғ,----(ө,--уб,) 
гай 

г,-х(6,-ув.) (8-14) 
аж 

7. =" 
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尚 有 面 外 非 零 应 变 ， 即 


с0а) (8-15) 
т, 5 іш „ Енең 
“0 и 
т, % шы, © 
а) © © а) 
图 8. 10 


2. 三 向 应 力 状 态 胡 克 定 律 


对 于 图 8. 11 所 示 的 三 向 应 力 状 态 ， 可 以 像 平面 应 力 状 态 一 样 .利用 县 加 法 导出 其 应 
力 应 变 关 系 : 


є, = е, — (0, +о.)] 
ec 一 去 [一 vc 二 oo) (8 – 16а) 


E: 一 去 [c. 一 vc “6,91 


应 该 注意 到 ， 当 图 8. 11 中 单元 体 各 面 上 作用 有 切 应 为 时 ,如 
图 8.1(b) 所 示 ， 并 不 影响 式 (8 一 16a) 的 成 立 ， 而 对 于 各 组 切 应 变 图 8.11 
和 切 应 力 的 关系 ， 也 各 自 独立 ， 互 不 影响 ， 即 


YE = 2 


当 单 元 体 各 边 长 发 生变 化 时 ， 其 体积 也 会 发 生变 化 。 物体 内 一 点 处 单位 体积 的 改变 
量 ， 称 为 该 点 处 的 体积 应 变 ， 用 6 表示。 
对 于 图 8. 11 所 示 的 单元 体 ， 设 各 边 原 始 长 度 分 别 为 dtz、dy、dz， 变 形 后 分 别 为 (1 十 
er)dr、(1 十 e,)dy、(1 十 e: )dz。 则 变形 前 后 的 体积 分 别 为 
dV=dzrdydz, dV'=(1+e,)dx(1+e,)dy(1+e.)dz 


(8- 16b) 


体积 应 变 ， 即 


0 
dV dzdydz 





9 











ateti +-є,є, -є,є. єє, -є,є,є, 


对 于 小 变形 问题 略 去 高 阶 微量 ， 得 





=e, +e, +e. (8-17) 
若 将 广义 胡 克 定律 式 (8 -16) 代 入 式 (8- 17)， 则 得 
= =? о, о, о.) (8-18a) 
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% 
ЕЕ 5 
а=®= (8-18b) 
式 中 ， 
___Е = 
к-ті (8-19) 
称 为 体积 模 量 ; 
а.а (8 =- 20а) 
称 为 平均 应 力 ， 可 以 证 明 ， 不 论 坐 标 系 怎 样 旋转 ， 其 值 不 变 ， 于 是 ， 也 有 
о6о +0) (8-20) 


【例题 8.7】 试 求 纯 剪 切 应 力 状态 的 体积 应 变 。 

解 : 在 例题 8. 5 中 已 经 求 出 纯 剪 切 应 力 状态 的 主 应 力 为 

оу=т, 0;=0, от тт 

则 
=o, Fo: + EE 十 0 一 z) 一 0 

由 上 例 可 知 ， 切 应 力 并 不 影响 体积 应 变 ; 可 见 , 式 (8 - 18) 适 用 于 如 图 8. 1(b) 所 示 的 
一 般 空 间 应 力 状 态 ， 限 制 条 件 是 各 向 同性 材料 、 线 弹性 和 小 变形 。 
【例题 8. 8】 -图 示 吊 杆 的 横 截 面 为 正方 形 *” 边 长 a 二 20mm， 材 料 为 Q235 
48. ӘЖЕЙ ІШЕ--2066Ра. ЇЧ у-0.28. 4/28 ІН FERE. w 
САЛЫН т 轴 成 60 方向 的 线 应 变 sr 一 272X10-， 试 求 拉力 Е. 

Ж. (1) 确定 cy 。 利 用 广义 胡 克 定律 ， 得 








0 


Eso = 09.0 ) (a) 
由 斜面 上 的 应 力 式 (8 一 3a)， 并 注意 到 6o, 二 0, т,-0. 得 
ow 9: — 9005260) 30, а» 
例题 8.8 图 2 2 А 
0-30 2-72 <08(-2Х30%---о, (с) 


Жақ (b)、 式 (c) RAR (а), 得 


З, реЗ, 
ew SE go VT” > 
即 


4E 4X 206X 10#МРа кҮн 
есені) 30:98 272 107° = 82. 4МРа 


该 应 力 远 小 于 Q235 钢 的 比例 极限 ( 约 为 200MPa) ， 胡 克 定 律 是 成 立 的 。 
(2) RHH F. B 
Е-Ав,-(20Х107%п) X82. 4X 10° Pa=32. 96х10 №= 32. 96kN 











85 应 变 能 密度 


应 变 能 的 概念 


弹性 体 在 外 力作 用 下 将 发 生变 形 ， 在 变形 过 程 中 ， 外 力 将 在 相应 位 移 上 做 功 ， 同 时 ， 
弹性 体内 将 积蓄 能 量 ; 当 外 力 撤除 、 变 形 消失 ， 弹 性 体内 积蓄 的 能 量 也 随 之 释放 。 这 种 弹 
性 体 因 变形 而 积蓄 的 能 量 ， 称 为 应 变 能 。 

根据 能 量 守恒 原理 ， 在 常温 环境 (绝热 过 程 ) 下 ,缓慢 增加 的 外 力 所 做 的 功 W 将 全 部 
转化 为 弹性 体 的 应 变 能 V.， 即 














у= (8-21) 
该 式 称 为 弹性 体 的 应 变 能 原理 (或 功能 原理 ) 。 
HHEH. НЫНА n СӘ Fi. Fas с, Е, ЕН. НЙ F 
性 体 存储 的 应 变 能 只 与 最 终 受 力 状 态 有 关 ， 而 与 加 载 过 程 无 关 ， 现 考 


虐 按 比例 加 载 过 程 ， 即 各 外 力 按 比例 由 零 缓慢 增 至 终 值 。 在 线 弹性 小 “ 
变形 情况 下 ， 每 个 外 力 Е, 与 相应 的 位 移 点 成 线性 关系 ， 如 图 8. 12 所 
示 。 这 时 力 做 的 功 为 图 中 阴影 部 分 的 面积 | 
„М? 

Wi EPA о А; ү 

则 所 有 力 做 的 总 功 为 图 8.12 
会 
ЖЕЗ KA: (8-22) 


一 般 来 说 弹性 体内 各 处 的 变形 可 能 不 同 ， 因 此 ， 弹 性 体内 各 部 分 积蓄 的 应 变 能 也 将 
不 同 。 将 弹性 体内 一 点 处 单位 体积 的 应 变 能 称 为 应 变 能 密度 ， 用 о, 表示 ,用 于 描述 弹性 
体内 应 变 能 的 分 布 。 


空间 应 力 状态 下 的 应 变 能 密度 


在 弹性 体内 一 点 处 取 一 主 单元 体 ， 并 建 坐标 系 ， 如 图 8. 13(a) 所 示 。 设 该 单元 体 边 长 
Эу ах. ау. dz. Wr, у, = 截面 上 作用 的 外 力 分 别 为 a,dydz、osdrdz、o;drdy， 每 
对 外 力 的 相对 位 移 分 别 为 sdz、szdy、ssdy-， 则 单元 体 上 的 外 力 功 为 
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dW -4. гі drdyds+ ore: drdyds 二 二 0; eadzxdydz 





= 去 є оге, H038; )drdydz 
单元 体内 积蓄 的 应 变 能 为 


ау, =w= co, 上 二 me 二 me)dzdydz 


则 应 变 能 密度 为 


dV. 
dzdydz 


利用 广义 胡 克 定律 ， 得 f У, 





ъ= = ae, Fores Hort) 






Tiy- 


图 8. Уни. СБ). Солу КЮ, Р, 


on 为 平均 应 力 。 52 
图 8. 13(b) 所 示 主 单元 体 各 截 Koa. 该 单元 体 的 形状 不 变 ， 只 发 生体 积 改 
变 。 Ea 能 密度 ， Кш 用 表示。 由 


式 (8 -23) 可 得 к 
Хы ы, чай Ка)? (8-24) 


图 8. 13 ТҮГЕ 个 主 应 力 之 ， МЯ 由 式 (8-18) 可 知 ， 其 体积 应 变 为 零 ， 
即 体积 没有 变化 ， 只 有 形状 改变 。 这 种 情况 下 的 应 变 能 密度 称 为 形状 改变 能 密度 ， 简 称 为 
畸变 能 密度 ， 用 wm 表示 。 由 式 (8- 23) 可 得 


% а 602)? 十 (0s 一 0)? 十 (gs 一 01)*] (8-25) 


值得 注意 的 是 ， 总 应 变 能 密度 并 不 等 于 每 对 主 应 力 单独 作用 下 的 应 变 能 密度 之 和 。 建 
议 读者 自行 证 明 。 


分 析 构 件 内 一 点 处 的 应 力 状态 .就 是 要 了 解 过 该 点 各 个 截面 上 的 应 力 情况 。 过 一 点 取 
出 的 任 一 单元 体能 够 完全 确定 该 点 的 应 力 状态 ， 单 元 体 任 一 截面 上 的 应 力 代表 了 该 点 相应 
截面 上 的 应 力 。 应 力 状态 分 析 的 基本 思想 是 “单元 体 十 截面 法 十 平衡 方程 ”。 

过 构件 内 任 一 点 ， 必 定 存在 三 个 互相 垂直 的 主 平面 以 及 对 应 的 三 个 主 应 力 。 根 据 三 个 














容易 验证 ， 





Келді эла үлі? 





主 应 力 为 零 的 情况 ， 将 应 力 状态 分 为 单 向 、 二 向 和 三 向 应 力 状态 ; 单 向 和 二 向 应 力 状态 ， 
即 平面 应 力 状 态 ， 在 工程 中 最 常见 ， 是 教学 重点 。 
用 解析 法 分 析 平面 应 力 状态 ， 任 一 斜 截面 上 的 应 力 可 巾 式 (8- 3) 求 取 ; 面 内 的 两 个 主 
应 力 、 亦 即 面 内 的 最 大 与 最 小 正 应 力 ， 可 由 式 (8- 6) 求 取 ， 面 内 最 大 主 应 力 的 方向 可 
式 (8- 7) 确定 。 这 两 个 主 应 力 和 与 其 垂直 的 零 值 主 应 力 依 代数 值 由 大 到 小 的 顺序 排序 ， 杞 
得 到 该 点 的 主 应 力 m ，m ，m; 面 内 最 大 与 最 小 切 应 力 ， 由 式 (8 - 8) 求 取 ,两 者 作用 截面 
的 外 法 线 分 别 与 最 大 主 应 力 的 方向 成 士 45" 角 ;， 该 点 应 力 状 态 的 最 大 切 应 力 应 按 空间 应 力 
状态 、 由 式 (8- 13) 确 定 ， 其 作用 截面 的 外 法 线 位 于 o ЖІ, 所 在 的 平面 内 且 与 两 者 的 夹 角 
成 45°。 
目 图 解法 分 析 平 面 应力 状 态 ， 需 要 利用 应 力 圆 和 单元 体 的 对 应 关系 (点 面 对 应 、 售 
角 对 应 ， 转 向 对 应 ) ， 求 作 应 力 圆 ， 并 在 应 力 加 上 找到 与 单元 体 的 革 些 堆 面 (如 主 平面 、 
最 大 切 应 力 的 作用 截面 ) 相 对 应 的 点 ,点 的 坐标 就 是 相应 截面 上 的 应 力 分 量 。 按 比例 精 
确 作 图 可 以 求 数值 解 ， 徒 手绘 图， 依 图 形 关 系 可 以 推出 公式 、 分析 复杂 问题 。 后 者 更 有 
意义 。 
对 于 已 知 一 个 主 应 力 的 空间 应 力 状 态 ， 先 在 与 这 个 主 应 力 垂直 的 平面 内 进行 平面 应 力 
状态 分 析 ， 确 定 两 个 面 内 主 应 力 及 主 方向 ， 再 与 已 知 的 主 应 力 统一 排序 ， 确 定 m ，os，o;， 
应 力 状 态 的 最 大 切 应 力 。 
点 处 各 方向 的 应 变 情 况 ， 仍 可 借助 于 单元 体 。 广义 胡 克 定律 给 出 了 单元 体 上 各 
棱 边 方向 的 应 变 和 侧面 上 应 力 的 关系 。 在 小 变形 的 条 件 下 切 应 力 不 会 在 其 作用 方向 及 其 
垂直 方向 产生 正 应 变 ， 即 不 管 单元 体 各 侧面 上 有 无 切 应 力 ? 各 棱 边 方向 的 正 应变 都 可 以 用 
式 (8-16) 求 取 ， 但 在 其 他 的 方向 会 产生 正 应 
利用 广义 胡 克 定律 可 由 一 点 若干 个 方向 的 线 应 变 确定 出 该 点 的 应 力 状 态 。 这 对 于 开 
展 电 测 实验 应 力 分 析 是 至 关 重 要 的 。 

















































































DN 思 考 是 


81 什么 是 一 点 的 应 力 状 态 ?为 什么 要 研究 应 力 状 态 ? 

8.2 为 了 表征 一 点 的 应 力 状 态 ， 从 该 点 取出 的 单元 体 应 具有 什么 特点 ? 

8.3 什么 是 平面 应 力 状态 ? 什么 是 单 向 应 力 状 态 ? 什么 是 二 向 应 力 状态 ? 什么 是 空 
间 应 力 状态 ? 什么 是 三 向 应 力 状 态 ? 这 些 应 力 状 态 有 什么 关系 ? 试 对 各 种 应 力 状 态 列 举 一 
些 实例 。 

84 什么 是 主 应 力 ? 什么 是 主 平面 ? 什么 是 主 方向 ? 什么 是 主 单元 体 ? 这 些 概念 之 
间 有 什么 联系 吗 ? 最 大 、 最 小 正 应 力 与 主 应 力 以 及 最 大 、 最 小 切 应 力 有 什么 关系 ? 

8.5 ”在 进行 平面 应 力 状 态 分 析 中 ， 怎 样 确定 面 内 较 大 主 应 力 的 大 小 和 方向 ? 

8.6” 试 绘制 如 下 应 力 状态 的 三 向 应 力 圆 ， (1) 单 向 拉 伸 应 力 状态 ; (2) 单 向 压缩 应 力 
(3) 纯 前 切 应 力 状 态 ; (4) 主 单元 体 为 二 向 等 值 拉 伸 的 平面 应 力 状 态 ; (5) 主 单元 体 

三 向 等 值 压缩 的 三 向 应 力 状态 。 

8.7 车 单元 体 上 各 正 应 力 分 量 都 增 大 一 个 相同 的 量 ， 其 三 向 应 力 圆 会 有 怎样 的 变化 ? 

8.8 何谓 广义 胡 克 定律 ?使 用 条 件 是 什么 ? 
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8.9 若 一 点 处 的 应 力 状 态 为 平面 应 力 状态 ， 垂 直 于 应 力 所 在 平面 方向 的 线 应 变 是 否 
HE? 若 为 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 哪 些 方向 的 线 应 变 一 定 为 零 ? 

810 若 从 一 点 取出 的 单元 体 上 只 有 切 应 力 ， 试 问 : 该 点 处 的 体积 应 变 怎 样 ? 体 变 能 

8.11 若 从 一 点 取出 的 主 单元 体 上 的 三 个 主 应 力 代数 值 相等 ， 试 问 ， 该 点 处 的 畸变 能 
密度 怎样 ? 








8.1 试 绘 出 如 图 所 示 各 构件 指定 点 处 的 单元 体 图 ， 准 确 地 标 出 各 应 力 的 实际 方向 。 








习题 8. 1 图 
т d 8.2 一 根 矩 形 横 蕉 面 面 积 人 =400mm? 的 等 直 杆 ， 受 轴 
4. 向 压力 F=50kN 作用 ， 如 图 所 示 。 试 绘 出 在 点 处 按 如 图 


所 示 方 位 取出 的 单元 体 图 ， 并 标 出 应 力 实际 方向 和 数值 。 
8.3 求 如 图 所 示 单 元 体 指定 截面 上 的 应 力 。 


5 20MPa 中 20MPa М ЖЕ 


习题 .8.2 图 


(с) 
习题 8.3 图 


8.4 ”如 图 所 示 和 矩形 板 由 两 块 相同 的 三 角形 钢板 焊接 而 成 ,分别 在 长 度 方 向 和 宽度 方 
向 受 均 布 拉 、 压 载荷 作用 ,已 知 条 件 如 图 所 示 。 试 确定 垂直 于 焊 颖 的 正 应 力 和 平行 于 爆 缝 
的 切 应 力 。 

8.5 ШЕ. MHA D=lm， 壁 厚 3 二 10mm， 内 受气 体 压力 p= 二 3MPa。 试 
R: (1) 壁 内 A 处 主 应 力 o、o 及 最 大 切 应 力 rw*; (2)A 点 处 斜 截面 a 上 的 正 应 力 及 切 
应 力 。 
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习题 8.4 图 习题 8.5 图 


8.6 开口 薄 壁 钢管 由 钢板 焊接 而 成 。 钢 管 平均 直径 D 一 500mm， 壁 厚 9$ 一 8mm， 螺 
旋 状 焊 缝 与 模 截 面 成 45" 角 。 钢 板材 料 的 许 用 应 力 [oc] 二 84MPa， 垂直 于 爆 缝 的 正 应 力 的 
许可 值 为 [cw] 二 65MPa, 平行 于 焊 颖 的 切 应 力 的 许可 值 为 [rw]1 二 44MPa。 管 内 壁 将 承受 
径 向 压力 p 作用 ( 管 的 轴 向 不 受 力 )。 试 求 径 向 压力 的 许可 值 ? 并 回答 该 钢管 的 强度 是 否 因 
为 接 缝 的 存在 而 降低 ? 
87 ”矩形 截面 杆 中 部 有 一 尖 角 ， 受 力 如 图 所 示 ;- 试 证 明 ， 尖 角 顶 点 a 处 为 零 应 力 























ue 


习题 8.7 图 





8.8 各 单元 体 如 图 所 示 ; 试 求 :(1) 主 应 力 的 数值 ，(2) 绘 出 主 应 力 的 作用 面 及 主 应 
力 的 方向 。 























20MPa 
ече | | д | юй 
40MPa = эми ———1 10МРа 
(а) b) (с) 
习题 8. 8 图 
8.9 ” 菜 构件 各 点 处 于 平面 应 力 状态 ,其 边界 AB 为 9) A 
自由 边界 ， 如 图 所 示 。 已 知 该 边界 上 a 点 处 ， 最 大 切 应 
力 为 40MPa， 最 大 主 应 力 为 压 应 力 。 试 求 : a 点 处 的 主 
应 力 值 ，z 截面 和 y 截面 上 的 应 力 分 量 。 
8.10 已 知 单元 体 如 图 Ca) 所 示 ， 并 知 其 = 45" 斜 截 w 
Ша KOREJA, WADER. оК Ж ЕЖЕ 9 е 
№2 о, Ңт,. 习题 8. 9 图 
8.11 空间 应 力 状态 的 单元 体 如 图 所 示 ， 试 求 主 应 力 、 主 方向 及 最 大 切 应 力 。( 图 中 
单位 ，MPa) 


8.12 т =0. 5 (а 一 cz)， 试 求 如 图 所 示 单 元 体 的 主 应 力 m 、w 。 已 知 : 切 应 力 ra、 
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30MPa 
(а) 





习题 8. 10 图 
< 方向 的 线 应 变 s、 材 料 的 弹性 模 量 E ANARE vo 





90 
90 
С) Б] 
(а) (b) z 
习题 8. 11 图 习题 8. 12 图 


8.13 拉 伸 试 件 如 图 所 示 ， 已 知 横 截 面 上 的 正 应 力 c， 材 料 的 常数 已 ，v。 试 求 与 轴线 
成 45" 方 向 和 135 方向 的 应 变 sr 和 sis 

8.14 ”如 图 所 示 注 壁 容器 的 中 间 部 分 为 圆 简 ,平均 下 径 与 厚度 的 比值 为 100， 在 表面 
沿 圆周 方向 贴 有 一 枚 应 变 计 KK。 当 容 器 充 入 高 压气 体 后 ， 由 应 变 计 测 得 的 周 向 应 变 为 
510107", 已 知 材料 仍 在 线 弹 性 范围 内 工作 .“E 二 200GPa, v= 二 0.3。 试 求 气体 的 压力 р. 


习题 8.13 图 习题 8.14 图 





8.15 今 测 得 如 图 所 示 钢 拉杆 C 点 与 水 平 线 夹 角 为 30 方向 的 线 应 变 є = 270 X 
107%, ЕЯ Е-200СРа. у-0.3, ЖЖҚ АЛА, 

8.16 如 图 所 示 圆 简 外 径 D=120mm， 内径 d= 二 80mm， 在 轴 的 表面 沿 与 轴线 成 45" 方 
向 贴 了 一 枚 应 变 计 玉 。 当 两 端的 扭转 外 力 偶 矩 有 一 增 量 АМ,=9КМ + m 时 ,由 应 变 计 测 得 
的 应 变 增 量 As 王 2X10-。 试 确定 材料 的 切 变 模 量 С. 


* «= 














т 





习题 8. 15 图 习题 8. 16 图 





8.17 图 示 简 支 梁 由 No. 18 工 字 钢 制 成 ， 在 中 性 层 К 点 处 沿 与 轴线 成 45 方向 贴 有 一 
枚 应 变 计 ， 在 跨 中 施加 载荷 下 后 ， 测 得 应 变 ss 一 一 2.6X10。 已 知 材料 的 弹性 模 量 E= 
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210GPa， 泊 松 比 v=0.28. БОК Е. 

8. 18 有 一 橡胶 立方 体 被 紧密 但 无 初 应 力 地 约束 在 刚性 槽 内 ， 在 顶端 承受 均匀 分 布 的 
压力 各。 已 知 橡胶 材料 的 弹性 模 量 E 和 泊 松 比 v*， 不 计 橡胶 块 与 刚性 槽 之 间 的 摩擦 力 ， 试 
Ж. (1) 橡 胶 块 铅 垂 面 所 受 刚性 槽 的 压力 ps (2) 橡 胶 的 应 变 能 密度 w 。 
刚性 板 
橡胶 块 
刚性 模 








习题 8. 17 图 习题 8. 18 图 


8.19 WHEW: 〈1) 纯 剪 切 平面 应 力 状 态 的 体积 应 变 等 于 零 ; 2) 三 向 等 值 受 压 应 力 状 
态 的 畸变 能 密度 等 于 零 ; (3) 材 料 的 泊 松 比 小 于 0.5. 
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Б У Б 
强度 理论 


教学 提示 : 材料 失效 是 存在 规律 的 。 在 长 期 的 生产 实践 中 ,i 通过 对 材料 的 破坏 现象 的 
观察 和 分 析 ， 人 们 对 材料 发 生 破 坏 的 原因 ， 提 出 了 种 种 假说 或 学 说 。 证 明 在 一 定 范围 内 成 
立 的 这 些 假说 或 学 说 ， 通 常 称 为 强度 理论 ， 或 称 为 破坏 理论 》 

教学 要 求 : 本 章 让 学 生 了 解 材 料 在 常温 静 载 情况 下 的 失效 形式 以 及 强度 理论 的 概念 及 
任务 。 领 会 四 种 常用 强度 理论 的 基本 观点 和 各 自 的 适用 范围 ， 以 及 在 工程 计算 中 选用 强度 
理论 的 一 般 原则 ,熟练 运用 四 种 强度 理论 进行 强度 计算 。 


NN ү Еге 
KN = 
9. Е EISA 
前 面 几 章 中 ， 曾 介绍 了 构件 在 轴 向 拉 伸 (或 压缩 2、 扭 转 和 弯曲 时 的 强度 计算 ， 并 建立 
了 相应 的 强度 条 件 。 例 如 ; 在 轴 向 拉 伸 ( 或 压缩 ) 时 ， 材 料 处 于 单 向 应 力 态 ， 其 强度 条 件 为 


о 81], дүй о, ЖООИ ВЕЕ СНЕ о, 或 抗 拉 强度 mw)， 这 些 极限 应 


力 值 可 以 直接 通过 试验 测 得 。 可 见 ， 单 向 应 力 的 强度 条 件 是 以 试验 为 基础 的 。 

但 是 在 工程 实际 中 ,还 经 常 过 到 一 些 复杂 变形 的 构件 ， 其 危险 点 并 不 是 简单 的 处 于 单 
向 应 力 状 态 或 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 而 是 处 于 复杂 应 力 状 态 。 实 现 复 杂 应 力 状 态 的 试验 要 比 单 
向 拉 伸 (或 压缩 ) 困 难得 多 。 而 且 ， 由 于 主 应 力 mn о, 与 0; 之 间 存在 无 数 种 数值 组 合 ， 要 测 
出 每 种 情况 下 的 相应 极限 应 力 о... о. е оза, 实际 上 很 难 实现 。 这 样 做 显然 是 不 切合 实际 
的 ， 因 此 ， 有 必要 研究 材料 在 复杂 应 力 状态 下 的 破坏 或 失效 规律 。 

材料 的 破坏 从 表面 现象 来 看 似乎 是 十 分 复杂 ,各 不 相同 。 但 通过 对 大 量 破坏 现象 分 
析 ， 破 坏 形式 总 是 脆性 断裂 或 塑性 届 服 两 种 类 型 。 例 如 ， 灰 口 铸铁 试 样 拉 伸 时 沿 横 截 面 断 
裂 ， 扭 转 时 沿 与 轴线 成 45" 倾 角 的 螺旋 面 断裂 : 低 碳 钢 试 样 拉 伸 时 ,在 届 服 阶段 有 较 大 的 
塑性 变形 ， 其 表面 出 现 滑 移 线 ， 扭 转 届 服 时 沿 纵 、 横 方向 出 现 滑 移 线 。 可 见 ， 材 料 的 失效 
是 存在 规律 的 。 人 们 根据 材料 的 破坏 现象 ， 总 结 破坏 规律 ,逐渐 形成 了 这 样 的 认识 : 认为 
材料 的 破坏 总 是 由 某 一 个 因素 所 引起 的 ， 对 于 同一 种 材料 ,无 论处 于 何 种 应 力 状态 ， 当 导 
致 它们 破坏 的 这 一 因素 达到 某 个 极 值 时 ， 材 料 就 会 破坏 。 因 此 ， 可 以 通过 简单 拉 伸 的 试验 
来 确定 这 个 因素 的 极 值 ， 从 而 建立 复杂 应 力 状态 下 的 强度 条 件 。 长 期 以 来 ， 人 们 根据 对 破 
坏 现象 的 分 析 与 研究 ， 提 出 了 种 种 假说 或 学 说 。 关 于 材料 破坏 规律 的 假说 或 学 说 ， 称 为 强 
度 理论 。 












































9.2 四 种 常用 的 强度 理论 


由 9. 1 节 讨 论 知道 ， 材 料 破坏 的 基本 形式 可 分 为 脆性 断裂 和 塑性 屈服 两 种 。 因 此 强度 
理论 也 相应 的 分 为 两 类 : 一 类 是 关于 脆性 断裂 的 强度 理论 ， 另 一 类 是 关于 塑性 屈服 的 强度 
理论 。 从 强度 理论 的 发 展 史 来 看 ， 最 早 提 出 的 是 关于 脆性 断裂 的 强度 理论 ， 通 常 采 用 最 大 
拉 应 力 理论 和 最 大 伸 长 线 应 变 理论 。 这 是 因为 17 世纪 时 ， 大 量 使 用 的 材料 主要 是 建筑 上 
的 砖 、 石 和 铸铁 等 脆性 材料 ， 观 察 到 的 破坏 现象 多 属 脆性 断裂 。19 世纪 末 叶 之 后 ， 工 
程 中 大 量 使 用 钢 等 塑性 材料 ， 并 对 塑性 变形 的 机 理 有 了 较 多 的 认识 .于 是 又 相继 提出 以 届 
民 或 显著 塑性 变形 为 标志 的 强度 理论 ， 通 常 采 用 的 有 最 大 切 应 力 理论 与 畸变 能 理论 。 


关于 脆性 断裂 的 强度 理论 Ре 


1. 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ) 
这 个 理论 认为 : 引起 材料 发 生 脆性 断裂 的 主要 因素 是 最 大 拉 应 力 ， 而 且 ， 不 论 材 料 处 
于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 危险 点 处 的 最 大 拉 应 力 z, 达到 材料 单 向 拉 伸 断裂 时 的 最 大 拉 应 力 
值 r,， 材 料 就 发 生 脆性 断裂 。 材 料 单 向 拉 伸 断裂 时 的 最 大 拉 应 力 为 
al 一 oh 
所 以 ， 按 照 最 大 拉 应 力 理论 ， 材 料 的 断裂 条 件 为 
Oi = 
试验 表明 ， 脆 性 材料 在 二 向 或 三 向 受 拉 断裂 时 “最 大 拉 应 力 理论 与 试验 结果 相当 接 
Ж; 而 当 存在 压 应 力 的 情况 下 ， 则 只 要 最 大 压 应 为 的 绝对 值 不 超过 最 大 拉 应 力 值 或 超过 不 
多 ， 最 大 拉 应 力 理论 也 是 正确 的 。 将 上 述 理论 用 于 构件 的 强度 分 析 ， 得 相应 的 强度 条 件 为 















































=== 
п 


或 
a<[o] (9-1) 
Жер. о, 为 构件 危险 点 处 的 最 大 拉 应 力 ;[c] 为 材料 单 向 拉 伸 时 的 许 用 应 力 。 
铸铁 等 脆性 材料 在 轴 向 拉 伸 时 的 断裂 破坏 产生 于 拉 应 力 最 大 的 横 截 面 上 。 脆 性 材料 的 
扭转 破坏 ,也 是 沿 拉 应 力 最 大 的 45° 斜 截面 发 生 断 裂 。 这 些 都 与 第 一 强度 理论 相符 。 但是， 
这 个 理论 没有 考虑 另外 两 个 较 小 主 应 力 的 影响 ， 对 没有 拉 应 力 的 应 力 状态 无 法 应 
2 最 大 伸 长 线 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 
这 个 理论 认为 : 引起 材料 发 生 脆性 断裂 的 主要 因素 是 最 大 伸 长 线 应变 ， 而 且 ， 不论 材 
料 处 于 何 种 应 力 状态 ， 只 要 危险 点 处 的 最 大 伸 长 线 应 变 s 达到 材料 单 向 拉 伸 断裂 时 的 最 
大 伸 长 线 应 变 6,， 材 料 就 发 生 脆性 断裂 。 按 此 理论 ， 材 料 的 断裂 条 件 为 
E1 є, (а) 
对 于 灰 口 铸铁 等 脆性 材料 。 从 受 力 直 到 断裂 ,其 应 力 应 变 关系 基本 符合 胡 克 定律 ， 因 此 ， 
由 广义 胡 克 定律 可 知 ， 在 复杂 应 力 状态 下 最 大 伸 长 线 应 变 为 
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材料 力学 seesee=== 


a= [o 一 we 十 oo (b) 
而 材料 在 单 向 拉 伸 断裂 时 的 主 应 力 为 o= ө:-өз--0. M, A НУ) И Ж ЛУ ЛЕ Эу 


а= (с) 


将 式 (b) 与 式 (c) 代 入 式 (a), 得 


o, —vlo: +o;)=o, 








即 用 主 应 力 表示 的 断裂 破坏 条 件 。 
试验 表明 ， 脆 性 材料 在 双向 拉 伸 -压缩 应 力 状态 下 ， 且 压 应 力 值 超过 拉 应 力 值 时 ， 最 
大 伸 长 线 应 变 理论 与 试验 结果 大 臻 符合。 此外， 砖 、 石 等 脆性 材料 ， 压 缩 时 之 所 以 沿 纵向 
截面 断裂 ， 也 可 由 此 理论 得 到 说 明 。 

考虑 安全 因数 后 ， 得 到 相应 的 强度 条 件 为 

0 一 xo 十 o) 委 [oj] (9-2) 

AP: а. о, 与 о, 为 构件 危险 点 处 的 主 应 力 ; Ге] 为 材料 单 向 拉 伸 时 的 许 用 应 力 。 

与 第 一 强度 理论 一 样 ， 第 二 强度 理论 也 存在 某 些 缺陷 。 例 如 ， 对 单 向 受 压 的 试 样 在 压 
力 的 垂直 方向 再 加 压力 ， 使 其 成 为 二 向 压缩 。 按照 这 一 理论 ， 后 者 比 前 者 更 容易 产生 断 
A, 事实 上 混凝土 、 砂 石 等 脆性 材料 的 试验 表明 两 种 情况 下 材料 的 强度 并 没有 明显 的 
差别 。 


关于 塑性 届 服 的 强度 理论 х 


1. 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 

这 个 理论 认为 -引起 材料 届 服 的 主要 因素 是 最 大 切 应 力 ， 而 且 ， 不 论 材 料 处 于 何 种 应 
力 状态 ， 只 要 构件 中 最 大 切 应 力 rw* 达 到 烤 料 单 向 拉 伸 屈服 时 的 最 大 切 应 力 rz,.， 材料 即 发 
生 塑 性 屈服 。 按 此 理论 ， 材 料 的 屈服 条 件 为 




















Тык = Ts (d) 
在 复杂 应 力 状态 下 的 最 大 切 应 力 为 
ru 一 人 (е) 
材料 单 向 拉 伸 届 服 时 的 主 应 力 为 a 二 6,， 6 二 60; 二 0， 所 以 ， 相 应 的 最 大 切 应 力 为 
6.--0 ос, 
к реш 69) 
将 式 (e) 与 式 (f) 代 入 式 (d)， 得 材料 的 届 服 条 件 为 
0—0: =0, 
考虑 安全 因数 后 ， 建 立 相 应 的 强度 条 件 为 
о. —о:<[о] (9-3) 


对 于 塑性 材料 ， 最 大 切 应 力 理论 与 试验 结果 很 接近 ， 而 且 形式 简单 、 概 念 明确 ， 因 此 
在 工程 中 得 到 广泛 应 用 。 该 理论 的 缺点 是 未 考虑 中 间 主 应 力 o 的 作用 ， 而 试验 却 表明 ， 
主 应 力 ог 对 材料 届 服 的 确 存 在 一 定 影响 ， 略 去 这 种 影响 造成 的 误差 最 大 可 达 15%。 因 此 ， 
在 最 大 切 应 力 理论 提出 后 不 久 ， 又 有 了 所 谓 畸 变 能 理论 的 产生 。 





Панитаттанания Sx 强度 理论 第 9 зб 


2. 畸变 能 理论 (第 四 强度 理论 ) 


弹性 体 在 外 力作 用 下 发 生变 形 时 体内 将 储存 应 变 能 ， 应 变 能 包括 畸变 能 与 体 变 能 ( 形 
状 改变 比 能 )。 试 验 表明 ， 当 材料 处 于 三 向 等 值 拉 伸 应 力 状态 时 ， 其 破坏 形式 为 脆性 断裂 ， 
不 会 发 生 塑 性 屈服 ; 而 当 处 于 三 向 等 值 压缩 时 ， 即 使 压 应 力 很 大 ， 材 料 也 并 不 过 渡 到 破坏 
状态 ， 即 也 不 会 发 生 塑 性 届 服 。 在 这 两 种 情况 下 ， 栈 变 能 均 为 零 ， 这 反映 出 体 变 能 的 大 小 
并 不 影响 材料 的 届 服 破坏 。 因 此 畸变 能 理论 认为 : 引起 材料 届 服 的 主要 因素 是 畸变 能 ， 而 
Н. 不 论 材料 处 于 何 种 应 力 状 态 ， 只 要 畸变 能 密度 va 达到 材料 单 向 拉 伸 屈服 时 的 畸变 能 
密度 vw,， 材 料 即 发 生 届 服 。 按 此 理论 ， 材 料 的 屈服 条 件 为 









| w 
ИЖИ Н + ЕНУ) ЕЛ 7] о, --а.. о: = 二 0， 于 是 由 式 (8 -25) 得 相应 的 畸变 能 
密度 为 
ау), а” Ю» 
wu «М (h) 
将 式 (8 -25) 与 式 (h) 代 入 式 (g)， 得 材料 的 届 服 条 件 tÈ 


由 此 得 相应 的 强度 条 件 为 


试验 表明 ， 对 于 塑性 材料 ， Бен телен 这 两 个 理 
论 在 工程 中 均 得 到 广泛 的 应 用 -、 

上 述 四 种 强度 理论 ， ОТТЕ 是 当前 最 常用 
的 强度 理论 。 当然 除了 这 四 种 强度 理论 以 外 有 许多 各 具 特 色 的 强度 理论 。 例 如 ， 由 西安 交 
АСРАН РНЕ 1961 年 提出 的 双 雪 应 力 强 度 理论 。 读者 如 有 需要 ， 可 参阅 有 关 著 作 。 


ШЕШ все | 形式 : 
Го] 
Ж. Га) 为 根据 拉 伸 试验 而 确定 材料 的 许 用 应 力 ; о, 为 复杂 应 力 状态 下 三 个 主 应 力 的 某 
一 综合 值 ， 它 在 促使 材料 失效 方面 相当 于 单 向 拉 伸 时 的 应 力 ， 故 称 为 相当 应 力 ， 对 于 不 同 
强度 理论 ， 分 别 取 : 
第 一 强度 理论 : (9-5а) 
第 二 强度 理论 ， ва 000. tos) (9-5b) 


第 三 强度 理论 : (9—5c) 
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材料 力学 wemeee===c 


这 样 ， 在 进行 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 计算 时 ， 可 按 下 述 几 个 步骤 进行 : 

(1) 从 构件 的 危险 点 处 截取 单元 体 ， 计 算出 主 应 力 m， 02. о; 

(2) 选用 适当 的 强度 理论 ， 算 出 相应 的 相当 应 力 ө.. 把 复杂 应 力 状 态 转换 为 具有 等 效 
的 单 向 应 力 状态 ; 

G) 确定 材料 单 向 拉 伸 时 的 许 用 应 力 [co]， 将 其 与 o 比较 ， 从 而 对 构件 进行 强度 计算 。 

复杂 应 力 状 态 下 构件 的 强度 条 件 有 两 种 形式 。 除 上 述 的 校 核 应 力 的 形式 之 外 ， 还 可 采 
用 下 列 安全 因数 形式 : 














п=7*>[я]1 9-6) 


式 中 ,为 构件 的 工作 安全 因数 ; [nj 为 构件 的 许 用 安全 因数 ; o, 为 简单 拉 伸 试 验 测 得 的 
极限 应 力 ; о, 为 对 应 于 不 同 强度 理论 的 相当 应 力 。 


эшеат «е 


一 般 来 说 ， 受 力 构件 处 于 复杂 应 力 状 态 时 ， 在 常温 、 静 载 的 条 件 下 ， 脆 性 材料 多 数 是 

发 生 脆 性 断裂 ， а 由 于 最 大 拉 应 力 理 
论 应 用 简单 ， 所 以 比 最 大 伸 长 线 应 变 理论 使 用 得 更 为 广泛 。 但 20 世纪 初期 ， 在 机 械 制 造 
中 也 曾经 广泛 采用 最 大 伸 长 线 应 变 理论 ,根据 它 来 设计 脆性 材料 零件 的 截面 尺寸 。 在 通常 
情况 下 ， 塑 性 材料 的 破坏 形式 多 为 塑性 届 服 破坏 ， 所 以 应 该 采用 最 大 切 应 力 理论 或 畸变 能 
理论 。 前 者 计算 式 比较 简单 ， 且 稍 偏 于 安全 ， 故 在 工程 实际 中 得 到 广泛 应 用 ,后 者 和 许多 
塑性 材料 的 试验 结果 相符 ， 可 以 得 到 较为 经 济 的 截面 尺寸 。 
到 ， 材 料 失 效 的 形式 不 仅 与 材料 的 性 质 有 关 ， 同 时 还 与 其 工作 条 件 ( 所 
处 应 力 状 态 的 形式 、 温 度 以 及 加 载 速度 等 有关。 例如， 在 三 向 压缩 的 情况 下 ， 灰 口 铸铁 
等 脆性 材料 也 可 能 产生 显著 的 塑性 变形 ; 而 在 = a 钢 等 塑性 材 
料 也 可 能 毁 于 断裂 。 可 见 ， 同 一 种 材料 在 不 同 工 作 条 件 下 ， 可 能 由 脆性 状态 转 和 人 塑性 状 
态 ， 或 由 塑性 状态 转 和 人 脆性 状态 。 因 此 ， 也 要 注意 到 在 少数 特殊 情况 下 ， 必 须 按照 可 能 发 
生 的 破坏 形式 来 选择 适宜 的 强度 理论 ， 对 构件 进行 强度 计算 。 

利用 强度 理论 ， 可 以 导出 材料 的 许 用 切 应 力 [т] 和 许 用 拉 应 力 [о] 之 间 的 关系 。 考 
虑 切 应 力 为 r, 的 纯 剪 切 应 力 状 态 ， 三 个 主 应 力 为 






































0i 一 rr，0 一 0，0s 一 一 rr 
若 采 用 第 一 强度 理论 来 进行 强度 计算 ， 则 应 将 各 主 应 力 代 入 式 (9-1)， 得 
т, [е] 
由 此 得 材料 的 许 用 切 应 力 为 
[可 =[o] 





若 采 用 第 二 强度 理论 ,将 各 主 应 力 代 入 式 (9 -2)， 得 


-< 中 





说 明 材 料 的 许 用 切 应 力 为 











[J=] 
对 于 金属 材料 ， 泊 松 比 и-0.23-50.42. Ш 
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[r]=(0.7~0. 8)[o] 
若 采 用 第 三 强度 理论 ， 则 由 式 (9 - 3) 得 
т„—(—т„)<[со] 


得 т.5919] 


故 许 用 应 力 为 














[可 一 0. 5[е] 
同样 ， 若 采用 第 四 强度 理论 ， 则 巾 式 (9 -4) 得 


„0 


故 ге- Ëo] 

实际 上 ,在 第 3 章 圆 轴 扭转 问题 中 ,通常 规定 的 许 用 切 应 力 如 下 。 

脆性 材料 : [т]= 0. 8—1. 0)[o] 

塑性 材料 : [т]= 00. 5—0. 6)[е] 

就 是 根据 上 述 强度 理论 导出 的 ， 这 个 结果 也 得 到 了 试验 的 验证 。 
【例题 9.1】 讨论 贺 轴 扭转 时 的 应 力 状态 ， 并 分 析 和 铸铁 试 样 受 扭 时 的 破坏 现象 。 

解 : 如 图 所 示 从 铸铁 试 样 表面 取 单 元 体 绘 册 其 应 力 ， 很 显然 是 纯 剪 切 应 力 状态 。 由 试 
验 可 知 铸铁 试 样 的 扭转 破坏 并 不 是 沿 着 横 截 面 ， 而 是 如 图 所 示 的 大 约 45" 的 斜 截面 破坏 。 
为 什么 会 沿 这 样 的 截面 破坏 呢 ? 计算 如 下 : 假设 切 应 力 为 tz， 很 容易 得 出 ,0 т. о =0, 
0 一 一 rzr，m 王 一 45"， 所 以 在 图 示 -45 截面 上 有 最 大 的 拉 应 为 0 二 r+， 由 于 铸铁 是 典型 的 脆 
性 材料 ， 抗 拉 能 力 较 差 。 所 以 在 最 大 拉 应 力作 用 下 沿 图 示 截 面 发 生 破坏 。 采 用 第 一 强度 理 
论 最 大 拉 应 力 理论 计算 сл о 二 r+。 可 见 虽 然 是 受到 扭转 ,但 是 铸铁 试 样 破坏 的 根本 原因 
是 拉 应 力 所 致 。 





co ð y 


【例题 9.2】 如 图 所 示 ， 钢 制 封闭 蒲 壁 圆 简 ， 在 最 大 内 压 作 用 下 测 得 
ИЖЕ АА е, =1.5 х107-', Е Е = 200СРа, у= 0. 25, 
[oj] 二 160MPa， 试 按 第 三 强度 理论 校 核 该 薄 壁 圆 简 的 强度 。 

解 : 由 公式 (8 一 1) 和 广义 胡 克 定律 可 知 : 


0,=20, 





є, =r, --ж,) 


Е 
联 立 以 上 两 式 ， 并 代入 e. Е 的 数值 解 得 
с, =60МРа. о, =120МРа 
НЕНІ о, =0. т,--0. ЛНА (8 – 6)， 可 得 с =120МРа. о; =60МРа. о; =0 











1591 


|160 


代入 第 三 强度 理论 公式 : оа о 0: =120МРа<[]=160МРа 
所 以 该 圆 简 满足 强度 要 求 。 
【例题 9.3】 某 构件 危险 点 处 的 应 力 状态 如 图 所 示 ， 若 已 知 该 材料 


i 的 许 用 应 力 为 [c]。 试 分 别 按照 第 三 和 第 四 强度 理论 建立 其 强度 
о 条 件 。 
解 : 求 面 内 极 值 正 应 力 : 


























例题 9.3 图 十 (2) +т Lot М7) 
MENJ: 14/0 Ей, 0—0, 02—10 а 


代入 第 三 强度 理论 强度 条 件 ， 即 
са =01—0:<[0] 


得 ғаз Jo tAr [о] (9-7) 
同 理 ， 代 入 按 第 四 强度 理论 强度 条 件 ， 可 得 
mm 一 / +з ro (9-8) 


本 例 图 示 应 力 状态 是 一 种 常见 的 应 力 状 态 对 于 塑性 材料 ， 可 直接 用 式 (9 - 7) 或 
式 (9-8) 进 行 强度 计算 。 
【例题 9. 4] 钢 制 焊接 工 字形 截面 简 支 梁 汪 受 力 和 截面 尺寸 如 图 所 示 。 已 知 革 一 146X10-m' ， 
[四 =160MPa， 试 校 核 梁 的 危险 截面 上 下 边缘 和 焊 颖 处 的 强度 。 





Е 
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120mm, ГЕ 





10пи 

Е 
8 
Я 

--- 

с 
136kN-m 
——' 
м 
В (4) 
(с) 


例题 9. 4 图 


解 : (1) 作 内 力图 。 作 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 如 图 (b)、 图 (c) 所 示 ， 可 见 ，C 左 截面 同 
时 具有 最 大 剪 力 和 最 大 弯 矩 Fom =136КМ. М... =136К№ • т. HERR. 
(2) 校 核 粱 危险 截面 上 、 下 边缘 各 点 的 强度 。 离 中 性 轴 最 远 的 上 、 下 边缘 各 点 ， 有 
Му 136Х105М- тХ170Х10-*т 
бе ТА6 107! 











158. 3X 10° Pa=158. ЗМРа 
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因为 上 、 下 边缘 的 点 均 为 单 向 拉 ( 压 )， 属于 简单 应 力 状 态 ， 直 接 校 核 : 
Omax = 158. ЗМРа<[2]=160МРа 
(3) 校 核 中 性 轴 处 各 点 的 强度 。 中 人 性 轴 处 有 最 大 切 应 力 : 
Е, © Simax _ 136X10N。mX[(120X20X160)X10-"m 十 (150X10X75)X10-?ms] 
Lb 146 10—*т' X10X107*m 
= 416. 2МРа 
为 纯 剪 切 状态 ， 故 mm = 46. 2МРа, ө;--0. о = —46. 2МРа 
用 第 三 强度 理论 校 核 cs о —0; = 46. 2MPa 一 (一 46. 2МРа) = 92. 4МРа<[2]=160МРа 
第 四 强度 理论 ， 即 
On 1 (д —0,) + (0; —о;)°*-Е (0: —о)° =80МРа<[0]=160МРа 
V2 
实际 上 ， 只 要 在 第 三 强度 理论 下 满足 强度 要 求 ， 无 须 再 用 第 四 强度 理论 校 核 ， 因 为 第 
三 理论 是 偏 于 安全 的 ， 在 第 四 理论 下 必定 满足 。 
(4) 校 核 腹 板 上 和 翼 缘 交界 处 的 强度 。 
在 腹 板 和 履 缘 交界 处 同时 具有 较 大 的 正 应 力 和 切 应 力 ， 下 侧 交 界 点 的 应 力 状 态 如 
图 (d) 所 示 ， 弯曲 正 应 力 为 
М, • y_136X10 № Х150Х10-*т 














Tmax 












































бест. 146 X10 m' ж 
弯曲 切 应 力 为 
910% \ Азот? 
分 别 代 入 第 三 或 第 四 强度 理论 ; 即 按 式 (9 -DRO D. 得 
баз Уо Аг = 40° +4 х 35..8°МРа = 157. 2МРа<[2]=160МРа 
са = Мо 37° = ,/1407--3Х85.8-МРа = 153. 1МРа<[2]=160МРа 


综 上 可 知 , 该 梁 强 度 满足 要 求 。 

从 本 例 可 以 看 出 ， 虽然 危险 截面 上 、 下 边缘 处 比翼 缘 与 腹 板 焊接 处 的 弯曲 正 应 力 大 许 
多 ， 但 两 个 位 置 的 相当 应 力 却 非常 接近 。 一 般 说 来 ， 对 于 梁 而 言 危险 点 位 于 离 中 性 轴 最 远 
处 ; 但 是 当 跨度 较 短 ， 而 且 集中 力 靠 近 支 座 时 ， 这 种 焊接 工 字 形 截面 梁 腹 板 禹 缘 交 界 处 
的 相当 应 力 甚至 会 超过 上 、 下 边缘 ， 成 为 危险 点 。 从 这 个 角度 来 看 ， 研 究 强度 理论 就 显得 
尤为 重要 了 。 








小 结 


(1) 材料 破坏 的 基本 形式 有 两 种 : 脆性 断裂 和 塑性 屈服 。 脆 性 断裂 常 发 生 在 最 大 正 应 力 
所 作用 的 截面 上 ， 破 坏 前 不 产生 什么 塑性 变形 ,破坏 是 突然 发 生 的 ;塑性 届 服 则 是 在 最 大 切 
应 力 所 作 用 的 截面 或 邻近 截面 上 ， 由 于 晶体 的 滑 移 ， 使 材料 产生 较 大 的 塑性 变形 所 致 。 材 料 
究竟 发 生 什么 形式 的 破坏 ， 不 仅 与 材料 本 身 的 抗力 有 关 ， 还 与 材料 所 处 的 应 力 状态 有 关 。 

(2) 复杂 应 力 状态 下 构件 的 强度 条 件 是 根据 强度 理论 来 建立 的 。 强 度 理论 的 选用 主要 
是 根据 材料 的 性 质 ， 但 还 应 考虑 单元 体 所 处 的 应 力 状 态 。 在 一 般 情 况 下 ， 脆 性 材料 多 半 发 
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\ 材料 力学 seeeess==c 














生 脆 性 断裂 ， 应 采用 第 一 或 第 二 强度 理论 ; 塑性 材料 多 数 发 生 塑 性 届 服 ， 应 采用 第 三 或 第 
四 强度 理论 。 

(3) 在 复杂 应 力 状态 下 ， 对 构件 进行 强度 计算 的 方法 是 : 四 求 危险 点 处 单元 体 的 主 
力 ; 加 选用 强度 理论 ， 确 定 相当 应 力 o,; 图 建立 强度 条 件 ， 进 行 强度 计算 。 
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8 ж а 


什么 是 强度 理论 ? 为 什么 要 提出 强度 理论 ? 

是 不 是 脆性 材料 一 定 发 生 脆 性 破坏 ， 而 塑性 材料 一 定 是 塑性 屈服 呢 ? 
3 单 向 应 力 状态 适用 强度 理论 吗 ? 
试用 强度 理论 解释 低 碳 钢 和 和 铸铁 试 样 的 扭转 破坏 现象 
如 何 利 用 强度 理论 确定 塑性 材料 和 脆性 材料 在 纯 剪 切 时 的 许 用 拉 应 力 与 许 用 切 
Баи 
9.6 薄 壁 圆 简 容 器 简 辟 出现 了 纵向 裂纹 。 试 分 析 这 种 破坏 形式 是 由 什么 应 力 引 起 的 ? 
97 冬天 自来水 管 因 其 中 的 水 结 冰 而 被 胀 裂 4 但 冰 为 什么 不 会 被 压 碎 呢 ? 
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9.1 在 纯 剪 切 应 力 状 态 下 ， 分 别 用 第 三 强度 理论 和 第 四 强度 理论 计算 塑性 材料 的 许 
用 切 应 力 与 许 用 拉 应 力 的 比值 。 
9.2 已 知 圆 轴 直 径 为 ds 两 端 受 一 对 等 值 反 向 的 扭转 外 力 偶 和 矩 M 作用 。 试 计算 圆 轴 
扭转 时 四 个 强度 理论 的 相当 应 力 表达 式 ( 单 元 体 参 照例 题 9. 1 图) 。 
20 9з 试 按 第 一 、 二 、 三 、 四 强度 理 
论 计 算 如 图 所 示 平面 应 力 状态 单元 体 的 相 


当 应 力 。 材 料 的 泊 松 比 „к= 0. 25. Р 
100 80 式 单位 为 MPa。 
20 


9.4 钢 制 清 壁 圆 简 压力 容器 ， 内 径 
(а) хоз ® 为 800mm， 壁 厚 为 Атт, [ос]=160МРа. 
` 试 按 第 三 强度 理论 确定 能 够 承受 的 内 压 。 

9.5 从 某 构件 的 危险 点 处 取 一 单元 体 ， 如 图 所 示 ， 各 应 力 分 量 的 单位 为 MPa。 已 知 

该 材料 的 届 服 极限 .一 280MPa， 分 别 用 第 三 和 第 四 强度 理论 确定 构件 的 安全 因数 。 

9.6 如 图 所 示 低 碳 钢 构 件 ， 中 段 为 一 内 径 D=200mm、 壁 厚 6 二 10mm 的 圆 简 ， 圆 简 

内 的 压力 p= 二 4MPa， 两 端的 轴 向 压力 = 二 20kN， 许 用 应 力 [四 =40MPa， 试 校 核 圆 简 部 分 
的 强度 。 















































习题 9.6 图 
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97 薄 壁 圆 简 压 力 容器 ， 内径 为 80mm, 受到 内 压 р--15МРа 作用 ,已 知 许 用 应 力 
[oj 二 160MPa， 试 按 第 四 强度 理论 设计 其 壁 厚 6。 
9.8 如 图 所 示 圆 轴 ， 受 到 F 一 200kN 的 轴 向 拉力 和 了 二 700N， т 的 扭矩 作用 。 已 知 
该 构件 的 直径 为 36mm， 材料 的 许 用 应 力 [е] 为 250MPa。 试 校 核 其 强度 。 
9.9 如 图 所 示 正 方 体 棱柱 在 钢 模 中 受 压 ， 试 计算 其 相当 应 力 cs 。 泊 松 比 y 已 知 。 
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Ж 
习题 9.9 图 
9.10 一 简 支 焊接 钢 梁 ,载荷 及 界面 尺寸 如 图 所 示 、 试 全 面 校 核 该 钢 梁 的 强度 。 已 知 
材料 的 许 用 应 力 Гв1-200МРа. [=]=100МРа > 





4-40кМ/т 





2752 9.10 图 
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第 {Өг 
组 合 变形 


教学 提示 : 前 面 各 章 分 别 研究 了 杆 件 的 拉 伸 (或 压缩 ) Ў 扭转 和 谊 曲 等 基本 变 
形 。 在 工程 实际 中 ， 某 些 构件 在 载荷 作用 下 所 发 生 的 变形 往往 是 两 种 或 两 种 以 上 基本 变形 
的 组 合 ， 这 种 情况 的 变形 称 为 组 合 变形 。 几 种 基本 变形 的 强 广 计 算 、 点 的 应 力 状态 和 强度 
理论 是 研究 组 合 变形 的 基础 。 

教学 要 求 : 本 章 让 学 生 明确 组 合 变形 的 概念 建立 双 对 称 谊 曲 组 合 变形 、 拉 仲 (压缩 ) 
与 弯曲 组 合 变形 、 圆 轴 捏 转 与 索 曲 组 合 变形 的 强度 条 件 。 重 点 掌握 杆 件 组 合 变形 强度 计算 
的 全 过 程 ， 包 括 : 外 力 分 析 、 内 力 分 析 、 应 克 分 析 、 判 断 危 险 截 面 和 危险 点 、 准 确 地 运用 
强度 理论 进行 强度 计算 。 


#1 “ = АГ” 
1710.1 引 уж 
` Vw 之 

如 图 10. 1 所 示 的 屋 架 上 模 条 ， 由 于 力 五 不 在 梁 的 纵向 对 称 平面 内 ， 将 力 下 分解 ， 便 可 看 
出 ， 檀 条 在 FA 下 .作用 下 ,产生 双 对 称 平面 砍 曲 组 合 变形 ; 图 10. 2(a) 所 示 钩 头 螺栓 ， 由 于 
力 下 不 与 轴线 重合 ， 螺 杆 的 横 截 面 上 不 仅 有 轴 向 拉力 .而且 有 弯 矩 ， 如 图 10. 2(b) 所 示 ， 螺 杆 
产生 拉 伸 与 弯曲 组 合 变形 ; 图 10. 3(a) 所 示 卷 扬 机 机 轴 ， 在 力 下 的 作用 下 ,机 轴 的 横 截面 上 不 仅 有 
横向 力 F., WAME T, 如 图 10. 3(b) 所 示 ， 卷 扬 机 机 轴 产 生 弯 曲 与 扭转 组 合 变形 。 











ж. 


ШЧ 





В 10.1 


在 构件 满足 小 变形 条 件 和 胡 克 定律 的 情况 下 ,可 以 认为 构件 上 任 一 载荷 所 引起 的 应 
力 或 变形 不 受 其 他 载荷 的 影响 。 因 此 ， 可 以 应 用 又 加 原理 求 组 合 变形 构件 的 应 力 、 变 形 
或 位 移 ， 再 进行 强度 计算 和 刚度 计算 。 基 本 步骤 是 : 中 将 作用 于 构件 上 的 载荷 进行 适当 
简化 或 分 解 ， 得 到 与 原 载荷 等 效 的 几 组 载荷 ， 其 中 每 组 载荷 只 产生 一 种 基本 变形 ; 加 分 
别 计 算出 构件 每 种 基本 变形 情况 下 的 应 力 、 应 变 ; 图 把 各 种 基本 变形 的 应 力 、 应 变 进 行 





二 加 ， 可 得 到 构件 在 组 合 变形 情况 下 的 应 力 、 应 变 ; @ 进 行 强度 、 刚 度 计算 。 如 果 构 件 
危险 点 处 于 单 向 应 力 状态 时 ， 可 将 上 述 各 应 力 进 行 代数 大 加 ， 若 处 于 复杂 应 力 状 态 ， 则 
需要 按照 相应 的 强度 理论 进行 强度 计算 。 
























ғ, 
-N5 
Мә м" МАХАМ 
T 
Fa F F 
(а) (b) (a) (b) 
В 10.2 В 10.3 


在 本 章 中 ， 将 只 着 重 介绍 工程 实际 中 遇 到 较 多 的 三 种 组 合 变形 问题 ， 即 : 四 双 对 称 弯 
曲 组 合 变形 ; @ 拉 伸 或 压缩 与 弯曲 组 合 变形 ; 回 扭转 与 弯曲 组 合 变形 。 


10.2 双 对 称 弯曲 的 组 合 变形 


在 第 5 章 所 讨论 的 梁 的 弯曲 问题 中 % 梁 上 载荷 是 垂直 于 梁 的 轴线 ， 并 且 作 用 在 横 和 截面 
竖 向 对 称 轴 ( 形 心 主轴 ) 与 梁 轴 线 所 组 成 的 梁 的 纵向 对 称 面 内 ， 则 梁 弯 曲 变形 后 的 轴线 也 将 
是 位 于 这 个 纵向 对 称 面 内 的 一 条 曲线 , 并 将 梁 的 这 种 对 称 闪 曲 称 为 平面 弯曲 。 

在 工程 实际 中 ， 常 常 碰 到 外 力 虽 垂直 
于 梁 的 轴线 ,但 并 不 与 染 的 横 截面 任 一 形 
心 主轴 重合 的 情况 二 例如， 图 10.4(a) 所 
ЖҮН ТЕРІНІ ЖЕЛЕ. 其 工 字形 横 截 面 
的 两 个 对 称 轴 是 形 心 主轴 ， 作 用 在 梁 上 的 
外 力 下 的 作用 线 虽 通过 截面 的 形 心 ， 也 垂 
直 于 梁 的 轴线 ,但 与 梁 的 两 个 形 心 主轴 都 
不 重合 。 这 种 情况 下 ， 梁 的 弯曲 不 再 是 平 
面 弯 曲 。 如 果 将 外 力 正 分 解 为 沿 梁 横 截面 的 两 个 形 心 主轴 的 分 量 Е. 和 下 ,， 如 图 10. 4(b) 
所 示 ，F- ЖЕ, 单独 作用 时 ， 将 分 别 使 粱 在 Ory 和 Oxz 两 个 主 平面 发 生平 面 弯 曲 ， 因 此 
把 这 种 过 横 截 面 形 心 、 垂 直 于 梁 的 轴线 但 与 截面 形 心 主轴 成 一 夹 角 的 外 力 所 引 起 的 梁 的 弯 
曲 称 为 双 对 称 平面 弯曲 (也 称 为 斜 弯曲 )。 

处 理 梁 的 双 对 称 弯曲 问题 的 方法 是 : 首先 将 外 力 分 解 为 沿 梁 横 截面 两 个 形 心 主轴 的 分 
量 ， 然 后 分 别 求解 由 每 一 外 力 分 量 所 引起 的 梁 的 平面 弯曲 问题 ， 最 后 将 所 得 的 结果 又 加 起 
来 ， 即 为 双 对 称 弯 曲 问 题 的 结果 。 下 面 举 例 加 以 说 明 。 


双 对 称 读 曲 的 应 力 


如 图 10. 5(a) 所 示 和 矩形 截面 甚 辟 梁 在 其 自由 端 作用 一 垂直 于 梁 轴 线 并 通过 截面 形 心 的 
EPRE F. 载荷 下 与 形 心 主轴 y 的 夹 角 为 8， 该 梁 发 生 双 对 称 弯 曲 。 








图 10.4 
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1. 外 力 分 析 


将 载荷 下 沿 截面 的 两 个 形 心 主轴 > 和 < 分 解 为 两 个 分 量 : 
Е,--ЕсовВ. Е. = ЕѕіпВ 





Е 10.5 


由 图 10. 5а) п, F, 使 梁 在 Олу 主 平面 内 发 生平 面 弯曲 ，* 轴 为 中 性 轴 ; F. 使 得 
WE Ола 主 平面 内 发 生平 面 弯曲 ，y 轴 为 中 性 轴 。 
2. 内力 分 析 
在 甚 辟 梁 中 距 自 由 端 为 xz 的 "一 ?截面 处 ，F. MF, 引起 的 弯 矩 ， 如 图 10.5(b) 所 示 ， 
分 别 为 
M,=F.x=F » sing + x=Msing 
M.=F,x =F + соз8* г-- Мсоѕв 
式 中 ，M 表示 载荷 下 在 п—п ЙИШ EPE АО УАН 
梁 的 横 截 面 上 除了 弯 抢 外， 还 存在 剪 力 ， 由 于 剪 力 引起 的 影响 较 小 ， 在 此 忽略 不 计 ， 
REESE, 
з. 应力 分 析 
在 截面 上 任 取 坐标 为 (y，<) 的 一 点 C， 现 在 来 分 析 CC(y，<) 点 的 应 力 。 
根据 平面 弯曲 正 应 力 公式 , C(y，z) 点 与 M, 、M- 对 应 的 正 应 力 分 别 为 
M， Мз ж М. McosB 
ту” К? 2? 














4 
因为 C 点 处 于 受 压 区 ， HEJHEJ. REAME. CARH F 引起 的 应 力 为 


а-а 1M (P+ | (10-1) 
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双 对 称 弯 曲 的 强度 计算 


要 进行 强度 计算 ， 必 须 先 确定 危险 截面 和 危险 点 的 位 置 。 对 图 10. 5(a) 所 示 的 上 甚 臂 梁 ， 

在 固定 端 处 M, M. 同时 达到 最 大 值 ， 即 
Mn 一 FIsin8，M. 一 Ecosp 

显然 固定 端 处 截面 是 危险 截面 。 在 工程 设计 中 , 通常 认为 双 对 称 弯曲 情况 下 的 强度 仍 
然 由 最 大 正 应 力 来 决定 。 因 此 危险 点 ,应 是 危险 截面 上 正 应 力 最 大 的 点 。 因 横 截 面 上 最 大 
正 应 力 发 生 在 离 中 性 轴 最 远 处 ， 故 要 确定 危险 点 ， 必 须 先 确定 中 性 轴 的 位 置 。 根 据 中 性 轴 
上 正 应 力 为 零 的 性 质 , 将 о 0 代入 式 (10 -1)， 便 得 到 中 性 轴 方 程 : 

Se + 

IP, yo П z 表示 在 中 性 轴 上 任 一 点 的 坐标 ， 这 是 一 条 通过 横 截面 形 心 (y= 二 0，z, 二 0) 
的 直线 ， 图 10. 5(c) 中 的 直线 m 一 m REEN F 作用 下 横 截 面 的 中 性 轴 ， 其 位 管 可 通过 与 
> 轴 之 间 的 夹 角 a 来 确定 ， 即 















































一 0 (10-2) 






Хапа = tanp (10-3) 


ВЕН К. ТИТО Г, #1. CEER азер. ВАТИ ih КО Ч РЕ Н 2 НІ 
于 载荷 作用 平面 。 这 就 是 双 对 称 弯 曲 与 平面 弯 申 的 区 别 。 只 有 当 梁 截面 的 1 二 I. 时， 有 
a 二 8B， 亦 即 中 性 轴 垂 直 于 载荷 作用 平面 ,符合 平面 弯曲 的 条 件 ， 此 时 梁 发 生平 面 弯 曲 。 也 
就 是 说 ， 对 于 了 = 的 截面 粱 (如 正方 形 或 圆 形 )， 无 论 载 苟 作用 在 通过 形 心 的 哪 一 个 纵向 
平面 内 ， 都 将 发 生平 面 弯曲 = 

由 图 可 以 看 出 ， 全 梁 的 危险 点 应 是 危险 截面 上 的 角 点 1 和 角 点 2， 并 且 角 点 1 的 拉 应 
力 最 大 ， 角 点 2 的 压 应 力 最 天。 由 于 危险 点 是 单 向 应 力 状 态 ， 当 梁 的 抗 拉 压 能 力 相 同时 ， 
梁 的 强度 条 件 为 








Го] (10-4) 


如 果 材 料 的 抗 拉 与 抗 压 能 力 不 同 ， 应 分 别 对 梁 进 行 拉 、 压强 度 计算 。 


双 对 称 弯曲 的 变形 


梁 在 双 对 称 弯 曲 下 的 变形 ， 也 可 根据 又 加 原理 求 得 。 例如， 图 10.5(а) АНМЕН 
由 端的 挠 度 就 等 于 力 下 的 分 量 Е, ЯП F. 在 各 自 弯曲 平面 内 的 所 引起 的 挠 度 的 矢量 和 。 因 为 
ЕМ? Rs 
“ЗЕГ. ЗЕТ, °° 
ЕШ? Е" 
“ЗЕТ, ЗЕТ," 
所 以 梁 在 自由 端的 总 挠 度 为 
w= Jw Fu? (10-5) 
ARE w 的 方向 可 用 与 у 轴 之 间 的 夹 角 9 [ 见 图 10. 5(c)] 来 表示 : 


tan0 一 上 一 lp 





Т анар =P tang (10-6) 


一 般 情况 下 ， RREH IAI. 故 058. MARED ПА ЖН ЛГА 1 —ЖҖ. 11 
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是 说 外 力作 用 平面 与 挠 曲线 平面 不 重合 。 这 种 情况 也 称 为 斜 弯 曲 。 
比较 式 (10 -6) 和 式 (10-3)， 可知: 
tan9 一 tana 或 0-а 
这 表明 ， 梁 在 发 生 双 对 称 弯 曲 时 其 总 挠 度 方向 与 中 性 轴 垂 直 ， 即 梁 的 弯曲 发 生 在 垂直 
于 中 性 轴 mm 一 m 的 平面 内 [ 见 图 10.5(c)]。 
































【例题 10.1] 跨 长 = 4m 的 简 支 梁 ， 由 

4F Мо. 32a 工 字 钢 组 成 ， 在 梁 跨 中 点 作 集中 

1 力 F 一 32kN， 力 下 的 作用 线 与 横 截 面 竖 向 对 称 

Шу 的 夹 角 g 二 15"， 并且 通过 工 字 形 截面 的 形 

2 心 ， 如 图 所 示 。 已 知 材料 的 许 用 应 力 Со] = 

170MPa， 试 校 核 该 梁 的 强度 。 

解 :(1) 外 力 分 析 和 内 力 分 析 。 将 集中 力 下 

© 沿 截面 的 两 个 形 心 主轴 у 和 < 分 解 为 两 个 
жш. 





























例题 10. 1 图 
Е.= Есозе. Е, = Еѕіпф 


F, 使 得 梁 以 > НЕН АЕ ҰЛ УІН; Е О ЕЈ y 轴 为 中 性 轴 发 生平 面 弯曲 。 
F, МЕ. 产生 的 总 弯 和 矩 M 如 图 (b) 所 示 , ,由 图 可 知 ， 集 中 力 下 作用 的 截面 为 危险 截面 ， 其 
上 弯 和 矩 的 大 小 为 


м. Е ша Ат | 


А3» 
ШЕ.ЯІЕ, 在 危险 截面 上 引起 的 分 弯 矩 分 别 为 
М. „= Ms sing= 32kN • mX ѕіп15° = 8. 32kN。m 


З2КМ бт 


Му. = М,„„соѕр= 35КМ + mX соѕ15°= 30. 91]kN。m 

(2) 应 力 分 析 与 强度 校 核 。 从 梁 的 实际 变形 情况 可 以 看 出 , 工 字形 截面 的 角 点 1 处 具有 
最 大 压 应 力 ， 角 点 2 处 具有 最 大 的 拉 应 力 。 因 为 钢 的 抗 拉 与 抗 压强 度 相 同 ， 所 以 只 取 其 中 
点 2 进行 校 核 ， 对 于 No. 32a 工 字 钢 ， 由 附录 Е 型 钢 规 格 表 查 得 
W.=692.2X10°mm*. №, =70. 76 Х 10* тт“ 
将 以 上 数据 代入 式 (10 -4) 中 , 得 危险 点 2 处 的 正 应 力 为 

8.32X10N。m 1 30.91X10N。m 

70. 76 10" 107 т' 692. 20Х10° Х10-' т" 


6, 
可 见 此 梁 满 足 强度 要 求 。 











162. 24 10*Ра=162. 24МРа< [е] 





10.3 拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 变形 








若 作 用 在 杆 上 的 外 力 除 轴 向 力 外 ， 还 有 横向 力 ， 则 杆 将 产生 拉 偶 (压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 
变形 。 如 图 10. 6 所 示 ，, 用 辟 吊车 的 横梁 同时 受到 轴 向 外 力 与 模 向 外 力 的 作用 ,产生 压缩 
与 弯曲 的 组 合 变形 。 现 讨论 拉 伸 ( 压 缩 ) 与 弯曲 组 合 变形 构件 强度 计算 的 有 关 问 题 。 
























































拉 伸 (压缩 ) 与 弯曲 组 合 


图 10. 7(a) 所 示 一 端 固定 ， 一 段 自由 的 矩形 截面 粱 ， 作 用 于 自由 端的 集中 力 下 位 于 梁 
的 纵向 对 称 面 Orzy 内 ,并 与 梁 的 轴线 x 成 一 夹 角 B。 现 以 此 梁 为 例 ， 说 明 杆 件 在 拉 伸 ( 压 
缩 ) 与 弯曲 组 合 变形 的 强度 计算 问题 。 








b) 


a 


с) 


Fy 























1. 外 力 分 析 


现 将 外 力 下 沿 z 轴 与 y 轴 方向 分 解 ， 得 到 两 个 分 力 ， 如 图 10.7(b) 所 示 ， 其 大 小 分 
别 为 


F,=FcosB 
F,=Fsing 


Жер. DH Е, 为 轴 向 力 ， 在 此 力 单独 作用 下 ， 杆 将 会 产生 轴 向 拉 伸 ; 分 力 Е, 为 垂直 于 杆 
轴线 的 横向 力 ， 在 此 力作 用 下 ， 杆 将 在 хОу 平面 内 发 生平 面 弯曲 。 











28630 жо 


169] 


\ 材料 力学 seees==== 


1170 


2. 内 力 和 应 力 分 析 


分 力 Е, 引起 任 一 横 截面 上 的 轴 力 为 
Fx=F,=FcosB 
其 轴 力 图 如 图 10.7(c) 所 示 。 因 此 ， 杆 的 横 截 面 上 各 点 将 产生 数值 相等 的 拉 应 力 ， 其 值 为 
Fy 
W= 
正 应 力 ox 在 横 截面 上 均匀 分 布 ， 如 图 10. 7(e) 所 示 。 分 力 Е, АЕ Е — RT E BEA 
М(х) =Е,01— х) = Еа) іп 
Жаян ара 10.7(d) 所 示 。 横 截面 上 的 弯曲 正 应 力 为 
M(xz)y 
Т; 


ом = 


弯曲 正 应 力 ом 沿 横 截 面 高 度 成 直线 分 布 规律 ， 如 图 10. 7(f) 所 示 s ЕА ЛТ Н. ЖЕНДІ 
正 应 力 оу 与 弯曲 正 应 力 ом 按 代数 值 瑚 加 ， 得 到 横 截 面 上 任意 二 点 处 的 总 应 力 为 


оо ом = 54 МАХ (10-7) 


利用 上 式 时 要 注意 将 Fv、M(z)、y КЛИШЕ НІНЕ А. 有 关 M(z) 正 负 号 的 
规定 与 第 4 章 相同 。 

杆 件 横 截 面 上 总 应 力 分 布 如 图 10.7《 有 @ 所 示 ， 也 可 能 出 现 如 图 10. 7(h) 或 图 10. 7(i) 所 
示 的 情况 。 正 应 力 沿 截面 高 度 线性 变化 “中 性 轴 不 通过 截面 形 心 ， 而 最 大 正 应 力 则 发 生 在 
横 截面 的 项 部 或 底部 的 边缘 各 点 处 。 

3， 强 度 计算 

为 了 分 析 杆 的 强度 。 必 须 求 出 杆 件 横 截面 凸 的 最 大 正 应 力 。 由 于 各 横 截面 上 的 轴 力 均 
为 Е, = ЕсохВ, MEAO: 7(d) 所 示 的 弯 矩 图 可 知 * 杆 内 的 最 大 正 应 力 发 生 在 最 大 弯 和 矩 Ms 
的 作用 面 上 ， 即 固定 端 ， 其 值 则 为 




















RH, W. 为 抗 栖 截面 系数 。 
最 天正 应 力 确定 后 ， 将 其 与 许 应 应 力 比较 ， 即 可 建立 相应 的 强度 条 件 ， 即 
Ea y Mees <) (10-8) 


应 当 指出 ， 式 (10- 8) 适 应 于 许 用 拉 应 力 与 许 用 压 应 力 相同 的 材料 ， 如 低 碳 钢 等 。 对 于 许 
目 拉 应 力 与 许 用 压 应 力 不 同 的 材料 ， 如 铸铁 等 ， 需 要 对 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 分 别 进 行 
强度 校 核 。 
【例题 10.2】 ЕНЕР Сала. ШЕЛІ 25а 号 工 字 钢 制 成 ， 梁 长 /二 4m， 斜 杆 与 
ЖЕП ЗЕЛ =30"， 电 葫 芒 和 起 吊 重 物 的 重量 共 为 下 =24kN， 材 料 的 许 用 应 力 [oj]= 
100MPa， 试 校 核 横梁 的 强度 。 
解 : (1) 外 力 分 析 。 取 横梁 АВ 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 中 (b) 所 示 。 斜 杆 右 端 的 拉 
H Fs TARH Fas Fo 两 个 分 力 。 横 梁 在 横向 力 下 、Fw 和 Fs, 作 用 下 产生 弯曲 ; 在 轴 向 
H Fa, 和 Fs, 作用 下 产生 轴 向 压缩 。 因 此 ,横梁 АВ 是 一 个 压缩 与 弯曲 的 组 合 变形 构件 。 
当 载 荷 下 移动 到 梁 的 中 点 时 ， 梁 处 于 危险 状态 ， 此 时 由 平衡 条 件 : 
















































































Фф) 


® ID 


20.8kN 
(© 


k < дк 
ои + 目 2 4 м 24kN:m 


(е) nD (е) (9, 


Ем 130570. 577 
又 由 平衡 方程 之 F,=0, ХЕ, =0 


Fa =20. 8kN, EN 一 12kN 


(2) 内 力 和 应 力 分 析 。 根 据 梁 的 受 力 情况 和 上 面 已 求 出 的 数值 


和 弯 矩 图 [ 见 图 中 (ec)、(d)]。 在 粱 中 点 截面 上 的 弯 矩 最 大 ， 其 值 为 


Мы 


= 8.100001 4m— 24000N + m 


4 





查 型 钢 表 得 25a 工 字 钢 的 截面 面积 和 抗 弯 截面 系数 分 别 为 A=48. 5cm? , W. =402cm* 


所 以 最 大 弯曲 正 应 力 为 
ла 
其 分 布 规律 如 图 中 (e) 所 示 。 
横梁 所 受 的 轴 向 压力 为 
Еу =20. ЗЕМ 
由 轴 向 压力 引起 的 压 应 力 为 
Ех ___20800М __, 3MPa 


Тед 0. 00485тп° 
并 均匀 分 布 于 横 截 面 上 ， 如 图 (了 f) 所 示 。 
横梁 的 最 大 正 应 力 产生 在 中 点 横 截面 上 下 边缘 处 分别 为 
в Ру | Мыш 
Әна ДО үр; 











Dip Ек B 


4.ЗМРа--60МРа 64. ЗМРа 


====зе шо 
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-w 4 ЗМРа+60МРа= 55. 7МРа 

其 分 布 规律 如 图 (g) 所 示 。 

G) 强度 计算 。 由 于 工 字 钢 的 许 用 拉 压 应 力 相 同 ， 故 只 需 校 核 正 应 力 绝对 值 最 大 处 的 
强度 ， 即 





аъ = |а | = 64. 3MPa<[o] 
РА, Жї ЕМ ЙЕ ЛЕ ЗЕ ФЕЙ. 


10:32 偏心 压缩 


当 杆 受到 与 轴线 平行 但 不 通过 其 截面 形 心 的 集中 压力 作用 时 ， 可 认为 杆 是 处 在 偏心 压缩 

的 情况 下 。 杆 的 偏心 压缩 ， 即 相当 于 杆 的 轴 向 

压缩 和 弯曲 的 组 合 ， 属 于 压缩 与 弯曲 组 合 的 一 

种 形式 。 偏 心 受 压 杆 的 受 力 情况 一 般 可 以 抽象 

为 如 图 10. 86a) 和 (Cb) 所 示 的 两 种 偏心 受 压 情况 。 
17 单 向 偏心 受 压 


在 图 10. 8(a) 中 ,偏心 压力 下 的 作用 点 在 
截面 的 形 心 主轴 y 上 ， 即 它 只 在 y 轴 的 方向 
上 偏心 ， 这 种 情况 也 称 为 单 向 偏心 受 压 ,在 
工程 实际 中 是 最 常见 的 。 现 以 此 为 例 说 明 单 
向 偏心 受 压 应 力 和 强度 计算 。 





1) 外 力 分 析 

通过 力 的 平移 原理 将 偏心 压力 下 简化 为 作用 在 截面 形 心 O 上 的 轴 向 压力 下 和 对 形 心 
主轴 >* 轴 的 弯曲 力 偶 Fe( 这 里 的 e 表示 偏心 压力 大 的 作用 点 到 = 轴 的 距离 ， 称 为 偏心 距 )， 
不 难看 出 ， 偏 心 压 力 到 对 杆 的 作用 相当 于 碳 呵 压力 下 对 杆 的 轴 向 压缩 作用 和 弯曲 力 倘 对 
杆 的 纯 弯 曲 作 用 的 组 合 

2) 内 力 和 应 力 分 析 

由 截面 法 可 知 ， 在 这 种 杆 的 横 截 面 上 ， 同时 存在 有 : 





轴 向 压力 Е-Е 

Б М=Ее 

由 轴 力 Fs ЖИН M 引起 的 横 截 面 上 任 一 点 处 的 应 力 分 别 为 
_Fx Му 


“--4” OM 1. 
ТТТ 
Ех , M: 

Eoo 

在 应 用 上 式 时 ， 因 为 第 一 项 的 前 面 已 经 加 了 负 号 ,所 以 轴 力 Fx 仅 代 入 绝对 值 。 对 
第 二 项 前 面 的 正 负 号 一 般 可 根据 弯 逢 的 转向 任 直 观 来 选 定 ， 即 当 M 对 计算 点 处 引起 的 正 
应 力 为 拉 应 力 时 取 正 号 ， 为 压 应 力 时 取 负 号 ， 但 应 注意 ， 此 时 MA y 都 仅 代入 绝对 值 。 

最 小 正 应 力 和 最 大 正 应 力 分 别 发 生 在 横 截 面 的 两 个 边缘 上 ， 即 为 
-Fs M 
= A` W. 


0 一 
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ЖӨН. А 为 杆 的 横 截 面 面 积 ; W. 为 模 截 面 对 Z 轴 的 抗 弯 截面 系数 。 
3) 强度 分 析 
单 向 偏心 受 压 杆 的 强度 条 件 为 


„=|-®—у|<1 (10-9) 


如 果 材 料 的 抗 拉 、 压 能 力 不 同 ， 则 须 分 别 对 拉 、 压强 度 进行 计算 。 
2. 双向 偏心 受 压 


如 图 10. 8(b) 所 示 ， 偏 心 压力 下 的 作用 点 既 不 在 截面 的 形 心 主轴 > 上 ， 也 不 在 形 心 主 
轴 < 上 。 即 力 下 对 于 两 个 形 心 主轴 来 说 都 是 偏心 的 ， 这 种 情况 也 称 为 双向 偏心 受 压 。 现 以 
此 为 例 说 明 双 向 偏心 受 压 应 力 和 强度 计算 。 

1) 外 力 分 析 

力 下 可 简化 为 作用 在 横 截 面 形 心 O 处 的 轴 向 压力 下 和 两 个 弯曲 力 偶 Ғе. 和 Fe,， 所 以 
双向 偏心 受 压 实际 上 是 轴 向 受 压 与 双 对 称 弯曲 的 组 合 变形 

2) 内 力 和 应 力 分 析 

由 截面 法 可 知 ， 在 杆 任 一 横 截面 上 的 内 力 , 将 包括 ; 





1127 ЕЁ 
туді M, SFe. i M= Fe, 


RPR, IRER EEA Су. DESIRAN 
Еу Mz My__ ESF e.z _Fe wy 
А І, 1. Ах ҮЕ, Т; 
式 中 ， ЖІ. ӨШ ЗІ у 轴 和 < 的 惯性 矩 : 
ARAO - 10) 可 以 看 出 一 当 e, Re. 为 零 时 ， 就 成 为 单 向 偏心 受 压 的 情况 。 
3) 中 性 轴 确 定 
为 了 进行 强度 计算 ， 需 要 求 出 截面 上 的 最 大 和 最 小 正 应 力 ， 为 此 需要 确定 中 性 轴 的 位 
置 。 设 中 性 轴 上 上 任 一 点 的 坐标 为 (y，z) ， 根 据 正 应 力 为 零 的 条 件 ， 由 上 式 得 





o=o; +ou = (10-10) 


жж жне = [p = Т. шаянынан 


1+7®+77—=о 





此 即 中 性 轴 的 方程 。 这 是 一 个 线性 方程 ， 故 中 性 轴 是 一 直线 。 还 可 以 看 出 ， 坐 标 y 和 坐标 
z 不 能 同时 为 零 ， 故 中 性 轴 不 通过 截面 的 形 心 。 至 于 中 性 轴 是 在 截面 之 内 还 是 在 截面 之 
外 ， 则 与 偏心 压力 下 的 位 置 (e,，e:) 有 关 。 它 在 y 轴 和 < 轴 上 截 距 分 别 为 


i 1% 


和 (10-11) 





W Ta е е. 

从 截 距 计算 式 中 可 以 看 出 ， 如 果 偏 心 压 力 下 逐渐 向 截面 形 心 靠近 ， 即 偏心 距 e, e 逐 
渐 减 小 时 ， 截 距 就 逐渐 增 大 ， 截 面 的 中 性 轴 就 逐渐 远离 截面 的 形 心 ,甚至 会 移 到 截面 外 ， 
中 性 轴 不 在 截面 上 时 意味 着 在 整个 截面 上 只 有 压 应 力 产生 。 





ЕЕЕ шо 
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4) 强度 分 析 
最 大 正 应 力 所 在 的 点 是 离 中 性 轴 最 远 的 点 ， 是 和 矩形 截面 的 角 点 ， 如 图 10.80), 最 大 
拉 应 力 发 生 在 А 点 处 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 C 点 处 。 由 式 (10 - 10) 可 得 
=—Fx_M,_M. 
бел A W W 
а= ММ 
双向 偏心 受 压 杆 的 强度 条 件 为 
Gm у-ү <[0] (10-12) 


如 果 材 料 的 抗 拉 、 压 能 力 不 同 ， 则 须 分 别 对 拉 、 压 强度 进行 计算 。 
з. 截面 核心 概念 
在 工程 结构 或 设备 中 ， 有些 偏心 承 压 构 件 是 用 脆性 材料 制 成 ， 由 于 脆性 材料 的 抗 拉 强 














度 远 小 于 其 抗 压强 度 ， 因此， 在 设计 脆性 材料 制 成 的 构件 时 ， 在 构件 的 横 截 面 上 最 好 不 要 
出 现 拉 应 力 ， 以 避免 出 现 拉 裂 破坏 。 满 足 这 一 条 件 的 偏心 压力 的 偏心 距 e,、e: 应 控制 在 横 
截面 中 一 定 范围 内 。 由 式 (10 -11) 得 





Жуа 
E poo (10-13) 
< A 


式 中 ，y,，z, 为 模 截 面 周边 (轮廓 线 ) 上 一 点 的 坐标 。 横 截面 上 存在 的 这 一 范围 称 为 截面 核 
心 ， 它 由 式 (10- 13) 的 偏心 距 轨 迹 线 围 成 。 
【例题 10.3】 短 柱 的 截面 为 矩形 ， 尺 寸 为 bXxh。 试 确定 截面 核心 。 


Ж. 对 称 轴 у. 三 即 为 截面 图 形 的 形 心 主 惯性 轴 ， 惯 性 半径 为 


设 中 性 轴 与 A 刀 边 重 合 ， 则 它 在 坐标 轴 上 截 距 为 


h 


МОЧЕ ТРЕ 
于 是 偏心 压力 P 的 偏心 距 为 
қ і | 
„=-Ё=®, „=-Ё=о 


即 图 中 的 a 点 。 同 理 若 中 性 轴 为 BC 边 ， 相 应 为 
Е о. 名] 点 ,其余 类 推 。 由 于 中 性 轴 方 程 为 直线 方程 


例题 10.3 图 最 后 可 得 图 中 矩形 截面 的 截面 核心 为 abcd( 阴 影 线 所 示 )。 





10.4 圆 轴 的 扭转 与 弯曲 的 组 合 变形 











扭转 与 弯曲 的 组 合 变形 是 工程 结构 与 机 械 设备 中 最 常见 的 情况 ,如 图 10. 3 所 示 的 卷 














扬 机 轴 。 在 本 节 中 将 以 图 10. 9(a) 所 示 的 圆 截面 轴 为 例 , 说 明 构 件 在 扭转 与 弯曲 组 合 变形 
情况 下 的 强度 计算 问题 。 



































1. 外 力 分 析 

图 10. 9(a) 所 示 的 圆 截 面 轴 同时 承受 横向 力 Е 和 作用 在 杆 端 平面 内 的 外 力 偶 矩 M.， 
外 力 偶 矩 M. 引起 轴 的 扭转 变形 ， 横 向 力 Е 引起 轴 的 弯曲 变形 ,所 以 轴 发 生 扭 转 与 弯曲 组 
合 变 形 。 

2. 内 力 分 析 


用 截面 法 可 知 ， 圆 轴 横 截面 上 有 弯 矩 和 扭矩 ， 弯 和 矩 图 和 扭矩 图 分 别 如 图 10. 9(b)、(c) 
所 示 ， 由 图 可 见 ， 横 截面 A 为 危险 截面 。 横 截面 A ЕЖ: М 和 扭矩 分 别 为 








М--Е! 
Т--М. 
, 
а 
с 
х 
b| 
(d) 
"ы 4-4 -一 
т 
ы фа 
ШЕИ - 
(f) 
B10. 9 


з. 应 力 与 强度 分 析 

ЫН М 对 应 的 弯曲 正 应 力 o 分 布 规律 如 图 10. 9(d) 所 示 ， 上 下 两 点 “a” 和 “0” 处 
应 力 最 大 ; 与 扭矩 工 对 应 的 扭转 切 应 力 r 分 布 规律 如 图 10. 9(e) 所 示 ， 在 横 截 面 的 周边 各 
点 切 应 力 为 最 大 。 所 以 ， 上 下 两 点 “a” 和 “0” 两 点 处 的 正 应 力 和 切 应 力 都 为 最 大 。 因 
此 ， 上 下 两 点 “a” 和 “pb” 为 危险 截面 的 危险 点 。 现 取 其 中 “a” 点 来 分 析 ， 如 图 10. 9(f) 
所 示 ， 作 用 在 “ae” 点 上 的 正 应 力 о 和 切 应 力 z 分 别 按照 弯曲 正 应 力 和 扭转 切 应 力 公 式 计 
算 ， 即 








оу (10-14) 
= -15 
гу; (10-15) 





”点 是 平面 应 力 状 态 ， 应 按 强度 理论 建立 相应 的 强度 条 件 。 由 主 应 力 计算 公 






=з (2) +. в,=0 (10-16) 


аннан: 1890 第 10 章 | 
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机 械 结构 中 的 轴 一 般 都 用 塑性 材料 ， 因 此 应 采用 第 三 强度 理论 或 第 四 强度 理论 。 按 照 
第 三 强度 理论 ， 强 度 条 件 为 











oa 一 0 一 0 魏 [o] 
将 式 (10-16) 中 的 主 应 力 m 和 RAER., 得 
on 一 Je На [о] (10-17) 
再 将 式 (10 -14) 中 的 ec 和 式 (10-15) 中 的 = 代入 上 式 ， 并 注意 到 对 圆 截 面 ，W,=2W-.， 
于 是 得 圆 轴 在 扭转 与 弯曲 组 合 变形 下 的 强度 条 件 为 
оар VM FT <I] (10-18) 


若 按 第 四 强度 理论 ， 则 强度 条 件 应 为 








а= |а 0) + (0—0) + (0—01) 0] 
将 式 (10-16) 中 代入 上 式 ， 经 简化 得 


a= Мо 320) (10-19) 
再 将 式 (10 - 14) 中 的 c 和 式 (10- 15) 中 的 yz 代入 上 式 ， 得 到 圆 轴 在 扭转 与 弯曲 组 合 变 


形 下 的 强度 条 件 为 
С лу Унт" TET <), (10-20) 


某 些 承 受 扭转 与 弯曲 组 合 变形 的 杆 件 ， 其 截面 并 非 圆 形 ， 如 曲轴 曲柄 的 截面 就 是 矩形 
的 。 计 算 方法 也 就 略 有 不 同 ， 在 此 不 作 介绍 。 

【例题 10. 4 、 如 图 Ca) 所 示 一 带 轮 轴 ， 轴 的 右 端 C 处 ， 
作用 元 力 偶 Mi ， 带 拉力 Fi 二 8kKN，F, 二 4kN， 若 带 轮 
直径 ру = 500тт. ӚНІМ 916 D: 二 90mm， 长 度 = 
lm， 轴 的 许 用 应 力 [cj=50MPa， 带 轮 和 轴 的 重量 不 
计 。 试 按 第 四 强度 理论 来 校 核 轴 的 强度 。 

解 : (1) 外 力 分 析 。 将 带 拉力 Fi 与 F; 向 轴 AB 的 
轴线 简化 ， 如 图 (b) 所 示 ， 得 到 作用 在 截面 D 的 横向 
JF 与 扭力 偶 矩 M,， 其 值 分 别 为 

F=F, +F, =8kN+4kN=12kN 


D, D, Б р, 
2 2 («Е,-Е,) 2 











М, =F, • 





F,» 
= «вам 95-163 - m 
横向 力 Е 使 轴 弯 曲 ， 扭 力 偶 矩 М, 和 М, 使 轴 扭 转 ， 所 
以 轴 发 生 扭转 与 弯曲 组 合 变形 。 
(2) 内 力 分 析 。 画 出 扭矩 图 如 图 中 (c) 所 示 ， 弯 矩 
图 如 图 中 (d) 所 示 ， 最 大 弯 矩 在 截面 D 上 ， 其 值 为 
_Е1_12КМХ1т_ 
Mu 一 二 = 一人 一 
例题 10.4 图 4 4 
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Pearea 组 合 变形 第 10 章 
HUE T WN 
T 王 1kN • m 
综合 分 析 内 力图 得 出 危险 截面 在 D 右 截面 处 。 
сз) 强度 校 核 。 根 据 第 四 强度 理论 的 强度 条 件 式 (10 - 20) ， 对 轴 进 行 强度 校 核 ， 即 


зү. 7 T зү. z 
у MFO 757: (3X10 N。m) -十 0.75(1X10N。m) 43. 6MPa<[o] 


= т 
z X 90° mm? 
32 90 mm 














因此 轴 的 强度 满足 要 求 。 
【例题 10. 5】 某 减速 齿轮 箱 工 、 开 和 焉 轴 中 的 开 轴 如 图 中 Ca) 所 示 。 已 知 电动 机 的 功率 
Pi 一 10kW， 转速 二 265r/min( 由 C 轮 输入 ,DD 轮 输出 )。 已 知 齿 轮 的 哮 合 角 а= 20°. W 
轮 直 径 分 别 为 D,=396mm，D,:=168mm， 材 料 为 45 钢 ， 许 用 应 力 [oj] 二 55MPa， 皮带 轮 
和 和 轴 的 重量 不 计 。 试 按照 第 四 强度 理论 设计 轴 的 直径 。 

解 : (1) ВВТ. ЖЕЛЕ, Е, 分 解 为 切 向 力 和 径 向 力 并 向 齿轮 中 心 简 化 ， 得 
ЈНА Е. Е... Fa, Fo ARJM 和 Mp。AB 轴 的 受 力 如 图 中 (ce) 所 示 。 由 图 可 
W, Me 和 Mo ВРЕ Fis Fus Fos FERDES ih. К. АВ 轴 为 弯 扭 组 
合 变形 。 其 中 ， 
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例题 10.5 图 
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қ 材料 力学 seeeess===c= 


Mc=Mp =9550 Pi 9550X з 360N。m 
т 265г/тіп 











_2Me_2X360N-m_ 


D, 0. 396m 18204 


Fis 





Е, =F,.tana=1820N X tan20°=662N 


_2Mp_2X360N*°m_ 
Е,-“р, olem 4290 


F,.=F,,tana=4290NX tan20°=1561N 





支 座 反 力 为 
Fa, =1663N, Fs,=3289N 
Fa. =1749N, Еһ. =1632N 
(2) 内 力 分 析 。 分 别 在 Ату MAr: PAESE MA M, 如 图 Cd) 、 图 Ce) 所 示 。 
EHER T. 如 图 (f) 所 示 。C、D 截面 的 合成 弯 矩 与 扭矩 分 别 汶 








Mc= (140 • m)? + (1333 • та)" 一 193N。m 
Мь= у (131М ° m)’ +(263N\*tm)? 一 294N。m 
Т--360М • т 


显然 危险 截面 为 D 左 截面 。 
(3) 设计 开 轴 的 直径 。 根 据 式 (10 20)， 得 


- IMi FO TT 1241 
因此 


| Я 
М? +0. 75Т° %32 94N 。 nde Мат)” 
р> | Mo EE 1 (294N э сыт т) X32 一 0. 0430m 一 43. 0mm 


取 轴 的 直径 D43mm。 

















小 结 


(1) 本 章 研究 组 合 变形 构件 的 强度 和 变形 问题 ， 以 强度 问题 为 主 。 

(2) 根据 从 加 原理 ,可 以 运用 盔 加 法 来 处 理 组 合 变形 问题 的 条 件 是 : 四 线 弹 性 材料 ， 
即 服从 胡 克 定律 ， 加 小 变形 ， 保 证 内 力 、 变 形 等 与 诸 外 载 加 载 次 序 无 关 。 

O 县 加 法 的 主要 步骤 为 ， 四 对 作用 于 构件 上 的 外 力 进 行 分 解 ， 分 解 为 几 种 基本 变形 的 
受 力 情 况 ; 四 根据 构件 在 各 个 基本 变形 情况 下 的 内 力 分 布 ， 确 定 可 能 危险 面 ; 图 根据 危险 面 
上 的 应 力 ， 确 定 危 险 点 的 位 置 ， 根 据 又 加 原理 ,得 出 危险 点 应 力 状态 ; 图 根据 构件 的 材料 选 
取 强 度 理论 ， 由 危险 点 应 力 状态 ， 写 出 构件 在 组 合 变形 情况 下 的 强度 条 件 ， 进 行 强度 计算 。 

(4) 典型 的 组 合 变形 问题 : 加 两 个 互相 垂直 平面 内 的 平面 弯曲 问题 的 组 合 ， 像 矩形 截 
面 这样 1,921. 的 情况 ， 则 组 合 变形 为 双 对 称 平面 弯曲 ， 此 时 中 人 性 轴 不 再 与 载荷 平面 垂直 ， 
并 且 挠 度 曲线 不 再 为 加 载 面 内 的 平面 曲线 ;加 拉 伸 (或 压缩 ) 与 弯曲 的 组 合 ， 此 时 的 弯曲 可 
以 是 一 个 平面 内 的 平面 弯曲 ， 也 可 以 是 两 个 平面 内 的 平面 弯曲 组 合成 斜 弯曲 ， 与 拉 伸 (或 
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压缩 ) 组 合 以 后 危险 点 的 应 力 状态 仍 为 单 向 应 力 状 态 ; 加 弯曲 与 扭转 的 组 合 ， 因 为 受 力 较 
复杂 ， 分 析 危 险 面 应 画 出 索 怎 图 与 扭矩 图 ， 分 析 和 危险 点 应 画 出 相应 的 应 力 分 布 图 ， 写 强度 
条 件 应 根据 材料 和 人 危险 点 应 力 状态 确定 。 








а 考题 


10.1 运用 又 加 法 来 处 理 组 合 变形 问题 的 条 件 是 什么 ? 

10.2 双 对 称 平面 弯曲 时 ， 横 截面 上 各 点 的 正 应 力 和 梁 轴 线 的 挠 度 分 别 等 于 两 个 平面 
弯曲 正 应 力 和 挠 度 的 愁 加， 这 一 “ 委 加 ”是 几何 和 还 是 代数 和 ? 试 分 别 加 以 说 明 。 

10.3 ”如 图 所 示 各 梁 的 模 截 面 ， 虚 线 表示 外 力 的 作用 平面 ， 试 指出 哪些 梁 发 生 双 对 称 弯曲 ? 
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(4) (е) (h) 
BAER 图 

10.4 和 拢 形 截面 直 杆 上 对 称 地 作用 着 两 个 力 F WRR. REAR? 如 果 
去 掉 一 个 力 ， 杆 件 发 生 什么 变形 ? 

10.5 如 图 所 示 的 直角 曲 拐 7 画 出 固定 端 截面 皇 内 力 怀 正 应 力 分 布 图 以 及 危险 点 ( 某 
些 棱角 处 ) 的 应 力 状 态 图 > 
































FI 


思考 题 10. 4 图 思考 题 10.5 图 
10.6 若 一 圆 杆 发 生 拉 伸 与 扭转 的 组 合 变形 ， 试 写 出 其 强度 条 件 。 并 指出 拉 伸 与 扭转 组 合 














变形 同 弯曲 与 扭转 组 合 变 形 的 内 力 和 应 力 有 哪些 区 别 ? 建立 强度 条 件 时 有 哪些 相同 与 不 同 点 ? 
10.7 什么 是 截面 核心 ”怎样 画 出 一 个 截面 的 截面 核心 ? 
10.8 对 于 圆 形 截面 杆 ， 当 发 生 弯 曲 与 扭转 组 合 变形 时 ， 其 危险 点 的 相当 应 力 cs = 
УМ ЕТ ， 如 果 杆 件 发 生 拉 伸 、 弯 曲 与 扭转 的 组 合 变形 ,其 危险 点 的 相当 应 力 应 用 全 


加 原理 为 o= /М FTES, дщ 为 什么 ? 
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R 
СЖ»--ж., 
1.1 如 图 所 示 甚 辟 梁 长 /=3т. 由 25b 号 工 字 钢 制 成 ， 作 用 在 梁 上 的 均 布 载荷 q= 
25kN/m， 集 中 力 F=2kN， 力 下 与 轴 的 夹 角 为 pg 二 30"。 求 : 
(1) 梁 内 的 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 ; 
(2) 自由 端的 总 挠 度 。 





习题 10. 1 图 


10.2 如 图 所 示 和 矩形 截面 悬臂 梁 ， 若 Е--300М. /=1.5，[o]=10MPa， 试 确定 截 
面 的 尺寸 。 

10.3 如 图 所 示 和 矩形 截面 悬臂 梁 ， 承 受 Г 1. 6КМ. Е. = 8003 的 作用 。 已 知 材料 的 
许 用 应 力 [oj] 二 10MPa， 弹 性 模 基 EE 二 10'"MPa，h/b 二 2。 试 确定 截面 的 尺寸 。 


Fy 





习题 10. 2 图 习题 10.3 图 
10.4 如 图 所 示 正 方形 截面 的 短 杆 ， 受 压力 下 的 作用 ， 若 杆 中 间 控 出 一 个 槽 ， 覃 深 


а/4„ Ж: 





m HHE 


/4 ШАЛА /4 
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习题 10.4 图 
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O 开 槽 前 后 【[ 见 图 (a)] 杆 内 最 大 正 应 力 的 大 小 及 其 位 置 ; 
(2) 若 在 槽 内 的 对 侧 再 控 去 一 个 相同 的 槽 [ 见 图 (b)]， 则 最 大 正 应 力 又 为 多 少 ? 
10.5 如 图 所 示 抑 形 截面 杆 ， 用 应 变 片 测 得 杆 件 上 、 下 表面 的 轴 向 应 变 分 别 为 
є=1Х10-®%, е,--0.4Х107% 
材料 的 弹性 模 量 Е--210СРа, Ж. 
(1) 试 绘制 横 截 面 的 正 应 力 分 布 图 ; 
(2) 求 拉力 已 及 其 偏心 距 e 数值 。 


үні 5 


一 一 Р 











习题 10.5 图 


10.6 如 图 所 示 圆 截面 杆 , Н454-50пип. Е--205Х. 2m， 材 料 的 许 用 应 力 Го]= 
10MPa。 试 求 载荷 下 的 偏 斜 角 的 范围 。 

10.7 如 图 所 示 一 根 用 强度 极限 为 o 的 脆性 材料 制 成 的 圆 截面 杆 ， 首 先 对 此 杆 施加 
轴 向 拉力 F 使 杆 槛 截面 上 的 拉 应 力 达 到 m/2 时 就 保持 不 变 ， 然 后 再 施加 扭矩 为 工 的 外 力 
偶 ， 并 将 其 慢 慢 增 大 ， 直 到 使 杆 沿 某 一 斜 蕉 面 发 生 破坏 为 止 ， 若 A 点 为 杆 表面 上 的 一 点 ， 
试用 第 二 强度 理论 确定 : 杆 破坏 时 ， 在 准点 处 由 扭矩 引起 的 切 应 力 的 大 小 。 








习题 10.6 图 习题 10.7 图 
10.8 如 图 所 示 工 字形 截面 悬臂 梁 ， 承 受 集中 载荷 下 作用 ,已 知 F=10kN, #K = 
2， 载 荷 作用 点 与 梁 轴 的 距离 为 e=1/10. 方位 角 a 二 30"， 许 用 应 力 [oj] 二 160MPa。 试 选 


择 工 字 钢 的 型 号 。 
10.9 如 图 所 示 结 构 ， 承 受 集中 载荷 下 作用 ,已 知 载荷 F 王 12kN， 横 梁 用 14 号 工 字 
钢 制 成 ， 许 用 应 力 [cj] 二 160MPa。 试 校 核 横梁 的 强度 。 












































习题 10.8 图 习题 10.9 图 
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10.10 如 图 所 示 杆 件 ， 同 时 承受 横向 载荷 与 偏心 压力 作用 ， 试 确定 F 的 许 用 值 。 已 
知 : [2 1=30МРа, Го,1--90МРа. 
10.11 ”如 图 所 示 为 一 矩形 截面 杆 的 模 截 面 ， 宽 为 了 ， 高 为 h， 试 确定 截面 核心 。 














习题 10.10 图 习题 10.11 图 


10.12 如 图 所 示 空 心 圆 轴 的 外 径 О = 200тт, 440 160тт, 长度/ 二 500mm。 在 
端 部 有 集中 力 下 ， 作 用 点 为 切 于 圆 轴 的 A 点。 已 知 : 了 6] 三 80MPa。 试 根据 第 三 强度 理论 
求 许可 载荷 [F]. 

10.13 如 图 所 示 圆 截面 杆 ， 直 径 为 dz ;承受 轴 向 力 下 与 扭力 偶 矩 M 作用 ， 杆 用 塑性 
材料 制 成 ， 许 用 应 力 为 [cj， 试 画 出 危险 点 处 单元 体 的 应 力 状态 图 ， 并 按照 第 四 强度 理论 
建立 杆 的 强度 条 件 。 





习题 10. 12 图 习题 10. 13 图 


10.14 如 图 所 示 为 绞车 轴 ， 直 径 D, =90mm， 鼓 轮 直 径 D, =360mm， 两 轴承 间距 离 
1 二 800mm， 轴 的 许 用 应 力 [oj=40MPa。 试 按 第 三 强度 理论 求 轴 的 许可 载荷 ГЕ]. 

10.15 如 图 所 示 电 动机 的 功率 Р =9К\%/. 转速 = 715г/тіп, H 4e hy E4 р = 
250mm， 主 轴 外 伸 部 分 的 长 度 ! 王 120mm， 主 轴 直 径 d= 二 40mm， 如 果 [2] = 60МРа ， 试 
第 三 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。 
































р, 











习题 10. 14 图 习题 10. 15 图 


第 11 意 
压 杆 稳定 


教学 提示 : 对 于 受 轴 向 压缩 的 等 直 杆 ， 当 较为 短 粗 时 ,其 失效 形式 为 强度 破坏 ,但 对 
于 细 长 杆 ， 在 强度 破坏 之 前 ， 可 能 会 首先 出 现 另 一 种 失效 形式 : 器 失 平衡 稳定 性 ， 即 所 谓 
的 失 稳 。 本 章 主 要 介绍 压 杆 平衡 稳定 性 、 临 界 力 和 和 柔 度 的 概念“ 介绍 工 程 中 常见 的 压 杆 类 
型 和 压 杆 的 临界 力 、 临 界 应 力 以 及 稳定 性 计算 的 方法 

教学 要 求 : 通过 本 章 的 学 习 ， 要 求 建立 稳定 平衡 与 不 稳定 平衡 、 临 界 力 与 临界 应 力 、 
长 度 因数 与 柔 度 等 基本 概念 ; 能 区 分 理想 压 标 的 类 型 ;掌握 各 种 类 型 压 杆 的 临界 应 力 及 稳 
定性 计算 。 


S\N жр 
мды ж. 


柄 连 杆 机 构 中 的 连 杆 、 凸 轮机 构 中 的 移动 从 动 件 、 千 斤 顶 的 支承 杆 、 建 筑 结构 和 桥 
梁 结 构 中 的 立柱 等 ; 当 其 承受 的 压力 超过 一 定数 值 后 ， 很 容易 在 外 界 扰动 下 ， 发 生 弯曲 ， 
从 而 使 杆 件 或 由 之 组 成 的 机 器 丧失 正常 功能 甚至 造成 严重 的 事故 。 这 就 是 除 强度 失效 和 
刚度 失效 外 ,构件 的 另外 一 种 失效 形式 一 一 压 杆 的 稳定 失效 。 

压 杆 稳定 失效 是 指 承 受 压力 的 杆 件 ， 在 较 大 轴 向 压力 的 作用 下 ， 当 有 外 界 扰动 力 时 ， 
其 直线 平衡 形式 将 转变 为 曲线 平衡 形式 ， 是 一 种 静态 失效 。 

这 种 承受 压力 的 杆 件 称 之 压 杆 。 压 杆 出 现 稳定 失效 时 ,其 强度 或 刚度 可 能 已 经 失效 ， 
也 可 能 未 失效 。 故 在 设计 机 械 零 件 或 的 构件 时 ， 要 根据 具体 的 载荷 情况 及 结构 形状 和 尺 
F, 综合 考虑 强度 、 刚 度 和 压 杆 稳定 问题 ， 以 保证 机 械 零件 或 结构 件 能 够 正常 的 工作 。 

压 杆 稳定 问题 ， 就 是 要 解决 怎样 才能 保证 压 杆 正 常 、 可 靠 地 工作 等 问题 ， 要 知道 压 杆 
在 什么 条 件 下 是 稳定 的 ， 什么 情形 下 是 不 稳定 的 。 与 强度 、 刚 度 问 题 一 样 ， 压 杆 稳定 问题 
在 机 械 或 零 部 件 设 计 中 占有 重要 地 位 。 

如 图 11. 1 或 图 11. 2 所 示 ， 理想 直 杆 中 心 线 处 作用 有 压力 下 。 若 压 杆 是 稳定 的 ， 则 在 
任意 小 的 外 力 Ек 的 扰动 下 ， 压 杆 将 偏离 原来 的 直线 平衡 位 置 ， 发 生 微小 的 弯曲 变形 ; 当 扰 
动 去 除 后 ， 压 杆 又 能 回复 到 原来 的 直线 平衡 位 置 ， 如 图 11. 2 所 示 。 若 压 杆 是 不 稳定 的 ， 则 
当 扰 动 去 除 后 ， 压 杆 不 能 回复 到 原来 的 直线 平衡 位 置 只 保持 弯曲 平衡 状态 ， 如 图 11. 1(a) 
所 示 。 通 过 实验 还 发 现 ， 若 将 力 下 减 小 到 一 定 的 数值 ， 则 原来 不 稳定 的 压 杆 就 变 为 稳定 的 压 
杆 。 这 说 明 ，, 力 下 的 大 小 与 压 杆 的 稳定 有 重要 的 关系 。 

若 以 了 表示 弯曲 后 压 杆 的 最 大 挠 度 ， 对 图 11. 1(a) 所 示 的 压 杆 ， 即 全 长 中 间 位 置 截 面 
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的 侧 向 挠 度 ， 以 下 表示 压 杆 承 受 的 压力 ， 则 下-f 关系 如 图 11.1(b) 所 示 。 压 杆 稳定 平衡 
时 ， 所 对 应 的 是 纵 坐标 轴 上 的 直线 OA 段 。 图 中 的 曲线 [位 于 图 11. 1(b) 中 A 点 之 上 的 线 
БІ 表示 压力 值 下 超过 一 定数 值 时 力 下 与 压 杆 的 侧 向 挠 度 广 的 对 应 关系 。 这 时 ， 压 杆 仍 
能 在 直线 位 置 保持 平衡 ， 但 在 外 界 扰动 Fs 的 作用 下 ， 压 杆 将 偏离 直线 平衡 位 置 ， 扰 动 除 
去 后 ， 压 杆 不 能 再 回 到 原来 的 直线 平衡 位 置 ， 而 是 达到 某 一 新 的 曲线 平衡 状态 。 故 该 压 杆 
是 不 稳定 的 。 而 且 力 已 越 大 ， 压 杆 弯曲 程度 越 大 ( 侧 向 挠 度 了 越 大 )。 例 如 ， 当 压 杆 的 轴 向 
力 F=F' 时 ， 直 线 平衡 对 应 着 纵 坐标 中 的 C 点 。 在 外 界 扰动 的 作用 下 ， 压 杆 发 生 弯曲 变 
形 ， 但 当 扰动 除去 后 ， 压 杆 仍 在 一 定 的 侧 向 挠 度 下 保持 弯曲 平衡 ， 坐 标 系 中 的 对 应 点 是 曲 
线 上 的 BB 点 。 此 时 压 杆 的 侧 向 最 大 找 度 为 f'o 




















(a) (b) 
В 1+ 图 11.2 

通过 以 上 分 析 可 以 得 知 ， 当 压 杆 的 轴 向 奈 力 下 大 于 一 定数 值 时 ， 在 外 界 扰动 下 ， 奈 杆 
将 由 直线 平衡 状态 转变 为 曲线 平衡 状态 [从 图 11.1(b) 中 的 C 点 转变 到 B 点 ]， 这 种 转变 
现象 称 为 压 杆 的 失 稳 或 届 曲 。 图 11. 1(b) 中 的 A 点 是 稳定 的 平衡 状态 和 不 稳定 的 平衡 状态 
之 间 的 分 界 点 ， 该 点 称 为 临界 点 。 与 临界 点 相对 应 的 力 ， 称 为 临界 力 ， 用 FERR, Falk 
压 杆 能 保持 稳定 直线 平衡 状态 的 最 大 压力 。 也 可 等 价 地 定义 压 杆 的 临界 力 为 使 压 杆 保持 微 
小 弯曲 平衡 状态 的 最 小 压力 。 


11.2 细 长 压 杆 临界 力 的 欧 拉 公 式 


11. 1 节 定 义 了 压 杆 的 临界 力 F.-， 在 临界 力作 用 下 压 杆 内 部 的 应 力 称 为 压 杆 的 临界 应 
力 。 本 节 研 究 细 长 压 杆 的 临界 力 与 临界 应 力 的 计算 方法 。 
两 端 匀 支 等 直 细 长 压 杆 的 临界 力 

图 11.1(a) 中 的 杆 为 两 端 用 球 贸 平 衡 链 约 束 的 细 长 压 杆 ， 其 上 作用 有 轴 向 力 下 ， 当 力 小 
于 临界 力 F, 时 ， 压 杆 处 于 直线 稳定 平衡 状态 ， 当 力 稍 大 于 临界 力 Felt, EEFI HRE 
定 平 衡 状 态 ( 曲 线 稳定 平衡 状态 ) 。 为 了 确保 压 杆 能 够 正常 工作 ， 避 免 稳定 失效 ， 须 确定 压 杆 
的 临界 力 Е.. 














шшш е ӨНЕ 第 11 章 
设 图 11.1(a) 所 示 的 压 杆 在 轴 向 力 下 的 作用 下 处 于 微小 弯曲 的 平衡 状态 ， 压 杆 的 长 
度 (两 端 球 饺 之 间 的 距离) 为 ТЕПТЕ ТІЛІ? 
































M(z) 王 一 Fu (а) 
在 弯曲 变形 一 章 中 ,已 经 得 到 小 变形 条 件 下 的 弯曲 变形 挠 曲线 近似 微分 方程 为 
а М(х) w 
dz’? EI 
式 中 ，T 为 压 杆 截面 对 其 中 性 轴 的 惯性 矩 ， 对 于 各 个 方向 杆 端 约束 相同 的 情形 (如 球 铵 
BE). I 为 截面 对 形 心 轴 惯 性 矩 中 之 最 小 者 ， 即 [一 fun; EE 为 压 杆 材料 的 弹性 模 量 ; EI 称 
为 压 杆 的 抗 弯 刚 度 。 
将 式 (a) 带 入 式 (b) 得 
Фм. Её (с) 
2° ЕІ 
ж 
=E (d) 
则 式 (c) 可 以 写 为 
Мао 
上 式 得 通 解 为 
t=asinkr H bcoskx (е) 


AP, a, b 为 积分 常数 。 
在 图 11. Ж ЕЖ К. 24 0 В. ш-0. 从 而 5 二 0。 将 该 条 件 代 入 式 
(e) 后 得 
шез-авіһЕлс d) 
再 将 r=., w=0 RARD. 得 
asinkl=0 (g) 
ША. ARERR. МАЯ а =0 或 uasin&L 一 0。 
(1) Жа-о. M ж-азіпілс-0. 17 EET HAE — Hi ЖИ ПУ) Е ЛЕЯ у Ж. JEET AS Н 
线 为 一 直线 ， 与 压 杆 微 弯 平 衡 的 前 提 相 矛盾 ， 故 a 二 0 不 成 立 。 
(2) 若 asinkl=0. W 





RL 一 0，Tr，2r，3r，… 


即 
М=пт п-0. 1.2.3 
故 
=" 
k= 1 (h) 
将 上 式 代入 式 (d) 得 
єє Жа. Е 
k= PTEI 
即 
к= ЕЕ аз 
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式 中 ,nn 为 正 整数 (n= 二 0，1，2，3，…)。 
显然 ,在 理论 上 ,FF 是 多 值 的 . 但 n==0 不 合 题 意 。 而 由 临界 力 的 定义 ，F., 是 使 压 杆 
保持 微小 弯曲 的 最 小 压力 ,应 取 n=l, B 


了 





ЕТ 
12 





Ое 


Жан. 1 为 压 杆 的 长 度 ; F, 为 压 杆 的 临界 力 。 
式 (11 -1) 称 为 两 端 铵 支 细 长 压 杆 的 欧 拉 公 式 。 该 式 表 明 ， 欧 拉 临 界 力 F. 与 压 杆 的 抗 
МІНЕ EI 成 正比 ， 与 杆 长 的 平方 二 成 反比 。 

应 用 式 (11 - 1) 计 算 临界 力 时 ， 应 根据 不 同方 向 的 截面 惯性 矩 和 杆 端 约 束 条 件 ， 先 判 
断 失 稳 时 的 弯曲 方向 ， 再 确定 截面 的 中 性 轴 以 及 相应 的 惯性 矩 。 有 时 需要 计算 几 个 方向 的 
临界 力 ， 然 后 取 其 最 小 者 作为 压 杆 的 临界 力 。 

欧 拉 公式 只 适用 于 材料 的 弹性 范围 ， 即 适用 于 压 杆 的 弹性 稳定 问题 。 当 压 杆 的 应 力 超 
过 材料 弹性 极限 时 ， 就 不 能 应 用 欧 拉 公式 计算 压 杆 的 临界 力 : 
【例题 11.1】 设 图 中 的 压 杆 为 圆 形 等 截面 直 杆 ， 两 端的 约束 为 球 贸 ， 截面 的 直径 р = 
30mm， 杆 长 /二 1000mm， 材 料 的 弹性 模 量 已 一 200GPas 试 确定 压 杆 的 临界 力 。 

Ж. 由 于 压 杆 的 截面 为 圆 形 ， 且 杆 端 约束 处 为 各 方向 约束 情况 相同 的 球 匀 链 ， 故 可 以 
直接 应 用 式 (11 - 1) 求 出 压 杆 的 临界 力 ， 即 
п? X200 X10°N7in’ X 









































zX (0. 03m)' 








1.57Х102М 





P (lm)’ 

【例题 11.2] 如 图 所 示 ， 图 中 的 压 杆 为 矩形 的 等 截面 直 杆 ,两 端的 约束 为 球 贸 ， 截 面 的 尺寸 

J h=40mm, 5 二 20mm， 村 长 /二 1200mm， 材 料 的 弹性 模 量 玉 ==200GPa。 试 确定 压 杆 的 临界 力 。 
Е А 











例题 11. 1 图 例题 11. 2 图 


解 : 由 于 压 杆 的 截面 为 答 形 ， 其 杆 端 约束 为 各 方向 约束 情况 都 相同 的 球 贸 链 ， 故 必须 先 
分 别 求 出 截面 对 两 个 轴 的 惯性 矩 ， 然 后 将 较 小 惯性 矩 代 入 式 (11 - 1)， 求 出 压 杆 的 临界 力 ， 即 
Ьһ* 0.02т Х (0. 04)” 



































1.4 
T= 12 1.07 107 

һ _ 0. 04mX (0. 0207 ОРГ 
= Е 2.67Х107%т 


ШР 1,<1,. ЖІ, 代入 式 (11-1)， 即 
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ЕЕЕ 


2 2 9 2 X10- m! 
т ЕІ, x? Х200Х10%М/т 义 2. 67X10 m' No3.66x10N 
Р (1.2т)7 


不 同 杆 端 约束 细 长 杆 的 临界 力 

影响 压 杆 临 界 力 的 因素 很 多 ， 其 中 压 杆 的 杆 端 约束 形式 也 是 与 压 杆 的 临界 力 有 关 的 重 
要 因素 之 一 。 式 (11 -1) 所 表示 的 欧 拉 公式 的 推导 ,是 以 图 11. 1(a) 所 示 的 球 铵 链 为 杆 端 约 
东 形 式 ， 故 当 压 杆 的 杆 端 约束 为 其 他 形式 时 ， 欧 拉 公 式 的 形式 也 是 不 同 的 。 

1. 常见 压 杆 的 杆 端 约束 形式 
工程 上 常见 压 杆 的 杆 端 约束 形式 可 以 分 为 自由 端 [ 见 图 11. 3(a) 上 部 ]、 镑 链 约束 ГИ, 
图 11.3(b) 上 部 和 下 部 ] 和 固定 端 约束 [ 见 图 11. 3(c) 下 部 ]， 其 中 贸 链 约束 可 以 分 为 平面 

Е ғ 








Fa 























@) (b) (е) 
а 11.3 


НЕНІ ЧЕ ЖЕ. 有 时 ， 压 杆 的 杆 端 约束 为 复合 形式 ， 即 同一 个 杆 端 约束 在 不 同方 
向 ,以 不 同 的 形式 出 现 。 如 平面 贸 链 约束 在 其 转动 平面 内 是 贸 链 约 束 形式 ,但 在 与 转动 平 
面 垂直 的 平面 内 相当 于 固定 杆 端 约束 。 所 以 计算 压 杆 的 临界 力 时 ， 应 综合 考虑 压 杆 的 截 
面 形状 和 杆 端 约束 的 形式 ， 以 不 同 平面 的 最 小 临界 力作 为 压 杆 的 临界 力 。 

2. 不 同 杆 端 约束 压 杆 的 临界 力 

为 简化 起 见 ， 通 常 将 各 种 不 同 杆 端 约束 条 件 下 的 压 杆 在 临界 状态 时 的 微 弯 变 形 曲 线 ， 
与 两 端 匀 支 压 杆 的 正弦 半 波 形状 的 临界 微 弯 变形 曲线 相 比 较 ， 以 w 代替 式 (11- 1) 中 的 2， 
再 直接 利用 式 (11 - 1) 确 定 压 杆 的 临界 力 ， 即 






































2 
= (11-2) 

AP, и 为 压 杆 的 长 度 因数 ， 其 反映 不 同 杆 端 约 束 对 压 杆 临界 力 的 影响 。 

式 (11-2) 中 的 ml 也 称 为 相当 长 度 或 折算 长 度 。 图 11. 4 给 出 了 几 种 常见 压 杆 杆 端 约束 
形式 的 微 弯曲 线 ， 并 给 出 了 相应 的 长 度 因 数 y 的 大 小 。 具 体 长 度 因 数 如 下 : 

(1) 一 端 固定 、 另 一 端 自由 并 在 自由 端 承受 轴 向 压力 的 压 杆 ， 其 微 弯曲 线 相当 于 半 个 
正弦 半 波 ， 故 其 与 一 个 正 艾 半 波 波长 相当 的 长 度 为 22， 所 以 有 2. WE 11. 4(a) 所 示 。 

(2) ЕЕЕ. и=1, ШІН 11. 4(b) 所 示 。 

(3) 一 端 固定 、 另 一 端 按 支 的 压 杆 ， 其 微 弯 后 ， 与 一 个 正弦 半 波 对 应 的 波长 为 0.77， 
所 以 有 /一 0.7， 如 图 11. 4(c) 所 示 。 
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СА) 两 端 固定 的 压 杆 ， 其 微 弯 曲线 相当 于 两 个 正弦 半 波 。 故 其 与 一 个 正弦 半 波 波长 相 
当 的 长 度 为 /2， 所 以 有 и-0.5. WA 11. 4(d) 所 示 。 








(а) и-2 (b) A=1 (с) и-07 (d) и-05 
Е 11.4 


显然 ,py 值 对 临界 力 下 ,的 影响 较 大 ，y 值 越 大 ， 则 临界 力 Fe 越 小 ,反之 ， 则 临界 力 
F, 越 大 。 故 其 他 条 件 相同 时 ， 两 端 为 固定 约束 的 压 杆 的 临界 力 F. 最 大 ， 一 端 固定 一 端 为 
自由 端的 临界 力 Fe 最 小 。 


АМ 
细 长 压 杆 的 临界 应 力 00 - 
在 临界 力作 用 下 压 杆 的 应 力 定义 为 压 杆 的 临界 应 力 ,- 这 种 应 力 的 计算 可 以 仿照 前 面 介 
绍 的 拉 压 杆 横 截 面 应力 的 计算 方法 进行 计算 。 
1. 压 杆 临界 应 力 的 计算 
对 于 等 直 的 压 杆 ,确定 了 压 杆 的 临界 力 后 , 就 可 以 根据 下 式 确定 压 杆 的 临界 应 力 
MASE 
TA 





ГА (11-3) 





式 中 ，A 为 等 直 压 杆 的 横 截 面 面 积 ; cv 为 等 直 压 杆 横 截 面 上 的 临界 应 力 。 
2. 压 杆 临界 应 力 与 材料 的 弹性 极限 


前 面 已 经 提 到 ， 欧 拉 公 式 只 有 在 压 杆 材 料 的 线 弹 性 范围 内 才 是 适用 的 。 因 此 ， 对 于 等 
直 压 杆 ， 应 使 其 在 直线 平衡 位 置 时 横 截 面 上 的 正 应 力 要 小 于 材料 的 比例 极限 ， 即 


а.а, (11-4) 





AP. о, 为 压 杆 材料 的 比例 极限 。 

若 等 直 奈 杆 在 直线 平衡 位 置 的 横 截面 上 的 正 应 力 大 于 材料 的 比例 极限 ， 则 不 能 用 欧 拉 
公式 计算 压 杆 的 临界 力 。 

【例题 11.3】 两 端 匀 支 的 等 截面 空心 圆 压 杆 受 力 如 图 所 示 。 杆 的 外 径 万 一 
50mm， 内 径 d=30mm， 杆 长 /二 3m， 材料 的 弹性 模 量 已 =200GPa， 材 料 的 比例 极 
限 с,--200МРа, WR: 

(1) 压 杆 的 临界 力 及 临界 应 力 ; 

(2) 若 其 他 条 件 不 变 ， 杆 长 为 :一 2m ВЈ. 压 杆 的 临界 力 及 临界 应 力 。 





















f: (1) НК /二 3m 时 ， 压 杆 的 临界 力 及 临界 应 力 。 因 为 Fa 
一 端 为 铵 支 ， 另 一 端 为 固定 连接 ， 故 通用 欧 拉 公式 (11 -2) 中 的 
AH 一 0.7， 空 心 圆 截 面 对 各 形 心 轴 的 惯性 矩 均 相等 。 且 
x 
一 2.67X10-7mt 号 
代入 式 (11-2) 得 
EI _ n? X200X10°N/m? 2. 67 Х10-' т! 


























Е." (0.7 ХЗ): №=1.20Х10°№ 
在 这 一 临界 力作 用 下 ， 压 杆 在 直线 平衡 位 置 时 模 截 面 上 的 例题 11.3 图 
正 应 力 为 
= 到 = 1.20X10N Кё) 


T ©50тт)*—(30тт)*] 


因 压 杆 的 临界 应 力 小 于 材料 的 比例 极限 ， 即 
6.<б, 
故 ， 此 时 压 杆 的 临界 力 可 以 作为 压 杆 所 能 承受 的 最 大 压力 。 
(2) 当 杆 长 /二 2m 时 ， 压 杆 的 临界 方 及 临界 应 力 。 同 理 ， 由 式 (11- 2) 得 压 杆 得 临界 
力 为 
T'EI _ n? X200X10 N/m X2. 67 X 10 

















=)? (0.72): ТТМ 
此 时 压 杆 的 临界 应 力 为 
Fz 2.7Х10%4 Мр; 


050) — (Зот)? ] 
由 于 此 时 压 丁 的 临界 应 力 大 于 材料 的 比例 极限 ， 即 
с. 20, 
故 欧 拉 公 式 已 经 失效 ， 所 以 上 式 Е,-2.7Х10М 不 能 作为 /二 2m 时 压 杆 的 临界 力 。 





1.3 不 同类 型 压 杆 临 界 力 的 计算 


通过 对 11. 2 节 例 题 11. 3 的 计算 结果 分 析 ， 可 以 看 出 ， 不 是 所 有 用 欧 拉 公式 计算 出 的 
压 杆 临界 力 都 可 以 直接 作为 压 杆 的 临界 力 ， 还 须根 据 一 定 的 条 件 进 行 判 断 。 本 节 将 分 析 和 
讨论 不 同类 型 压 杆 临界 力 的 判断 问题 。 


mmaa 


由 于 欧 拉 公式 只 有 在 线 弹 性 范围 内 才 是 适用 的 ， 这 要 求 压 杆 在 直线 平衡 位 置 时 横 截 面 
上 的 正 应 力 不 大 于 材料 的 比例 极限 。 例 题 11. 3 说 明 ， 有些 情况 下 压 杆 是 不 能 满足 上 述 要 
显然 ， 细 长 压 杆 发 生 弹 性 失 稳 的 可 能 性 较 大 ， 即 
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对 于 粗 短 压 杆 ， 可 能 未 失 稳 之 前 就 已 发 生 了 强度 破坏 ， 即 
Oa 20, 
介 于 二 者 之 间 的 压 杆 ， 不 妨 称 为 中 长 杆 ， 这 种 杆 有 可 能 发 生 失 稳 问 题 ， 但 其 临界 应 力 
已 超过 比例 极限 。 
以 上 三 类 问题 分 别称 为 弹性 届 曲 、 屈 服 、 弹 -塑性 屈曲 问题 。 故 对 于 三 类 不 同 的 压 杆 ， 
应 采用 不 同 的 公式 计算 其 临界 力 。 
为 区 分 这 三 类 不 同 的 压 杆 ， 工 程 中 引入 了 和 柔 度 的 概念 。 


将 欧 拉 公式 (11 -2) 代 入 临界 应 力 公式 (11 -3)， 得 








式 中 , А 称 为 压 杆 的 柔 度 ， 是 一 个 无 量 纲 的 量 。 
和 柔 度 的 计算 公式 写 为 





式 中 ，; ЭЛЕЕЕ РШ КЕЙШКЕР. ЖЫМ mm, 
惯性 半径 的 计算 式 写 为 
= СИ=7) 


可 以 看 出 ,在 式 (11=5) 中 除 柔 度 外 ，x* 和 巨 均 为 常量 ， 而 柔 度 4 与 压 杆 的 截面 尺寸、 
截面 形状 、 杆 长 及 杆 端 约束 条 件 有 关 。 故 柔 度 是 判断 压 杆 稳定 失效 问题 的 一 个 重要 综合 
参数 。 


等 直 压 杆 的 类 型 及 其 临界 应 力 
工程 中 ， 按 柔 度 4 的 大 小 ， 将 压 杆 分 为 大 柔 度 杆 、 中 柔 度 杆 和 小 柔 度 杆 三 类 。 
1. 大 柔 度 杆 
根据 式 (11 -4) 和 式 (11 -5)， 在 压 杆 材料 的 线 弹性 范围 内 ， 有 
Е 
я> So 


故 压 杆 发 生 弹性 屈曲 时 ， 其 柔 度 必须 满足 的 条 件 为 











А2 


p 


TER «Tl 
бр 


式 中 , ,为 压 杆 发 生 弹性 届 曲 时 的 最 小 柔 度 。 
利用 公式 (11 -8)， 可 以 判断 压 杆 是 否 为 大 柔 度 ( 细 长 ) 杆 。 所 有 大 于 或 等 于 4, 数值 的 
压 杆 ， 都 称 为 大 柔 度 杆 。 
等 直 大 柔 度 杆 的 临界 力 ， 可 直接 利用 欧 拉 公式 ， 即 
э Ж ЕГ 
"а? 
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也 可 以 利用 公式 F., 二 6..A 计算 压 杆 的 临界 力 。 
【例题 11.4】 НИЖЕ. ЦК ЕВЕ У. 直径 D==40mm， 杆 长 /= 
1200mm， 压 杆 材 料 的 弹性 模 量 E=206GPa, o, 二 200MPa， 试 计算 压 杆 的 柔 度 、 压 杆 发 生 
弹性 届 曲 时 的 最 小 柔 度 ， 判 断 该 压 杆 是 否 为 大 柔 度 杆 并 计算 压 杆 的 临界 力 。 

解 : (1) 压 杆 的 柔 度 。 由 式 (11-7) 得 压 杆 横 截面 对 弯曲 中 性 轴 的 惯性 半径 为 


тр 
І 64 р AO in Jorm 
A хр? 4 4 
4 


两 端 球 铵 约束 的 压 杆 的 长 度 折算 因数 y. 二 1， 故 压 杆 的 柔 度 为 


























A 1X1200mm 


a= i 10mm 


=120 
(2) 压 杆 发 生 弹性 屈曲 时 的 最 小 柔 度 。 由 式 (11 -8) 得 


„= JE- = ме Х206Х10'МРа _101 





200МРа 


G) 压 杆 的 柔 度 判断 。 由 上 述 的 计算 结果 可知: 
>à, 
故 该 压 杆 为 大 柔 度 杆 。 
(4) 压 杆 的 临界 力 。 由 式 《11 =2) 得 压 杆 的 临界 力 为 
CEDE 020610" N/m? x TÄ 
осал (1X1-2)* 


2. RRE 
KRDK ВОНА OFA 11. 5 中 DAWRO, IERRA h ЖЕ 
ЭНЕ. ARERR REEM RA X FAE ERAT AE REEERE, TIF 

性 材料 只 可 能 发 生 断 裂 破坏 。 故 临界 应 力 的 表达 式 为 
(9. ОВР 





№=1. 77х10°№ 


和 | (脆性 材料 ) ы; 
3. 中 柔 度 杆 
对 于 柔 度 满 足以 下 条 件 的 压 杆 ， 称 为 中 柔 度 杆 或 中 长 杆 : 
As KAKA, (1-10) 








工程 中 对 这 类 压 杆 的 计算 一 般 采 用 以 试验 结果 为 依据 的 经 验 公式 。 这 里 介绍 常用 的 直 
线 公 式 (11 - 12) ， 据 此 可 得 











a os 


5 


ЖР. а, 为 与 材料 性 能 有 关 的 常数 ， 单 位 为 MPa， 见 表 11. 1; о. 为 压 杆 材料 的 届 服 极 
限 单位 为 MPa。 


й = (1-11) 


ЗЕ Ц 
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表 11.1 压 杆 常用 材料 的 a、b 值 



































н ж а/МРа b/MPa 
Q235 钢 о. =235МРа, о, =200МРа 304 1.12 
45 钢 2,--306МРа. а, =280МРа 465 2.568 
硅钢 = 578 3.744 
铬 钻 钢 - 980.7 5.296 
硬 铝 合金 езі 373 2.15 
铸铁 = 332. 2 1.454 
松木 = 28.7 0.19 
式 (11-11)、 式 (11-12) 是 工程 中 利用 实验 得 到 的 常用 经 验 公 式 。 该 类 压 杆 受 压 时 ， 
也 可 能 会 发 生 屈 曲 。 但 届 曲 时 ， 其 横 截 面 上 应 力 已 超过 比例 极限 ， 故 称 为 弹 - 塑 性 届 曲 。 
表 (11.1) 中 列 出 了 几 种 常用 材料 的 a、5 值 。 


当 材 料 的 a、5 值 确定 后 ， 这 类 压 杆 的 临界 力 应 力 计算 公式 为 
а-а-ы 


4. 临界 应 力 总 图 


(11-12) 


临界 应 力 总 图 如 图 11. 5 М. 该 图 是 根据 描述 三 类 和 柔 度 杆 的 公式 (11 -5)、 式 (11- 9) 和 


式 (11-12)， 在 oo-A》 坐标 系 中 绘制 出 的 曲线 图 


由 应 力 总 图 可 清楚 知道 ， 当 压 杆 的 柔 度 A 大于, 时 ， 压 杆 的 临界 力 ce 下 降 先 快 后 慢 ; 


{ЕЕ ЖЛЕ А 小 于 入 ,时 ， 压 杆 的 临界 为 :os 保持 不 变 ， 当 压 杆 的 柔 度 X 介 于 ,与 ,之 间 


时 ， 压 杆 的 临界 力 ;o.. 随 4 增 大 而 直线 下 降 。 
图 11.5 所 示 的 临界 应 力 总 图 常 为 机 械 设 计 所 采用 ， 而 建筑 结构 中 常 采 
的 临界 应 力 总 图 。 图 中 的 抛物 线 公 式 为 


бой с.б, 


Ger™a-bA 























图 11.6 所 示 





图 11.5 图 11.6 


Ox =a; —b,à? 


图 11.6 "А 点 右边 为 欧 拉 曲线 ，A 点 左边 为 二 次 抛物 线 。 

















【例题 11. 52 如 图 所 示 为 两 根 长 度 和 杆 端 约束 都 不 相同 圆 形 截面 压 杆 ， 但 其 直径 均 为 也 一 


100mm, 1 =3т, /. =5т, 材料 都 是 45 优质 碳 钢 。 试 ғ, 
确定 : 

(1) 哪 一 根 压 杆 的 临界 力 大 ; 

(2) 两 杆 的 临界 力 。 

Ж. (1) 柔 度 计算 。 因 为 压 杆 均 为 圆 堆 面 杆 ， 且 直 
径 均 为 D， 故 它们 的 惯性 半径 为 














- 


і= 


А 





Ф 
А D. odmi 例题 11.5 图 

图 (b) 中 压 杆 2 的 长 度 折算 因数 ys = 0.7. ЮЖ Ж 
度 为 
ші 4ші: Мх Хут 

i D 0.1m 
因 压 杆 2 的 柔 度 大 于 压 杆 1 RE. B 
ph 

故 压 杆 2 的 临界 力 小 于 压 杆 工 的 临界 力 。 

(2) 压 杆 的 临界 力 % 对 于 45 钢材 料 ， 从 表 laT 中 可 以 查 出 ，o = 280МРа, Е = 


206GPa， 得 
А JZ SAMP 85 
R с, 280МРа = 


Ата ДЫРА 
故 两 杆 都 属于 大 和 柔 度 杆 ， 所 以 两 杆 的 临界 力 分 别 为 








140 




















因为 














= TEx zo т” “1! N/m? оғы 1m)? 1.11X10°N 
1 
Еш 一 mA TE, zD’ n? X206X10°N/m? xT (0. 1m)? 8.15X105N 














А 4 140° 


【例题 11.6] 一 矩形 截面 压 杆 ， 两 端的 约 东 情况 如 图 所 示 ， 已 知 截面 的 长 宽 比 /一 40mm， 
0 一 20mm，! 一 2m， 压 杆 材 料 的 弹性 模 量 Е = 206СРа. о. = 235МРа, o, = 200МРа, а= 
304MPa, b=1. 12MPa， 试 确定 该 压 杆 两 个 方向 的 临界 力 Е. Е... ВНК. 

f: 本 例 中 ， 压 杆 相 对 于 = 轴 弯 曲 时 ， 两 端的 约束 形式 相当 于 球 铵 约束 ， 压 杆 相 对 于 
у 轴 弯 曲 时 ， 两 端的 约束 形式 相当 于 固定 端 约 束 ， 压 杆 截 面 对 两 个 方向 中 性 轴 的 惯性 半径 
和 惯性 矩 也 不 相等 ， 故 应 分 别 判断 两 个 平面 内 的 柔 度 ， 再 根据 压 杆 的 类 型 ， 求 临界 力 的 
比值 。 
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例题 11.6 图 


1. 压 杆 对 应 于 zx 轴 柔 度 的 判断 
(1) 压 杆 对 在 = 轴 的 惯性 半径 i.， 即 


bh 
_ [20р чз, 
Г А а 6° 


(2) 压 杆 的 柔 度 X.， 即 


4 
алх Z2 3L =x 5 тт тА 


і. tys 80mm 


(3) 压 杆 发 生 弹性 屈曲 时 的 最 小 柔 度 Aya 由 式 (11- 8) 得 























Е /X206X10 MPa 
和 КЕ. 200МРа 101 
ауды 
“а-а, 304-235 _ 
= 1:12 762 
(5) 柔 度 的 判断 ， 因 为 
А, <А, <А, 


故 压 杆 对 应 于 = 轴 为 中 柔 度 杆 。 
2， 压 杆 对 应 于 у 轴 和 柔 度 的 判断 
(1) 压 杆 对 在 > 轴 的 惯性 半径 i,， 即 











bh? 
= [= ЛЕ, 
bh 





(2) ERWEE А,. Bl 


y х 2 
„== "> L =/34 Зз х соат 115 
г 
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(3) 柔 度 的 判断 ， 因 为 





д>а, 
故 压 杆 对 应 于 у 轴 为 大 柔 度 杆 。 
3. 临界 应 力 
(1) 对 应 于 = 轴 的 临界 应 力 。 因 该 压 杆 对 应 于 x 轴 为 中 柔 度 杆 ， 故 其 临界 力 为 
Oa: =a — bà. =304МРа—1. 12MPa X 87=207MPa 
(2) 对 应 于 у 轴 的 临界 应 力 。 因 该 压 杆 对 应 于 = 轴 为 大 柔 度 杆 ， 故 其 临界 力 为 


mE_xw X206X10’MPa 

















т 25 154MPa 
4. 临界 力 之 比 
Еш, _ day _ 154МРа_ 
ы Е go 207МРа OM 


п.а 压 杆 的 稳定 性 校 核 及 提高 压 杆 承载 能 力 的 措施 


为 保证 机 械 的 正常 运转 ， 以 及 机 械 结 构 和 建筑 结构 的 安全 ， 在 机 械 和 建筑 工程 中 ， 都 
需要 使 压 杆 处 于 直线 平衡 位 置 . 故 对 细 长 压 杆 和 中 长 压 杆 须 进 行 压 杆 稳定 的 校 核 。 压 杆 稳 
定 校 核 是 依据 一 定 的 准则 进行 的 ， 工 程 中 ,通常 按 以 下 准则 对 压 杆 进行 稳定 校 核 。 


кютилей 00000 


压 杆 稳定 的 力 准 则 是 : 必须 使 压 杆 所 承受 的 工作 压力 小 于 其 所 能 承受 的 临界 值 。 
为 了 保证 安全 ， 应 使 压 杆 有 一 定 的 安全 裕 度 ， 故 压 杆 所 承受 的 工作 压力 下 应 满足 : 





Fa 


“. 


F< (11-13) 








式 中 ,nn 为 压 杆 的 稳定 安全 因数 ， 对 于 钢材 料 ， 取 xs,=1.8 一 3.0; 对 于 铸铁 材料 ， 取 
ms 一 5.0 一 5.5; 对 于 木材 ， 取 nn. 二 2. 8 一 3.2， 为 了 保证 充分 的 安全 裕 度 ， 压 的 柔 度 越 大 ， 
稳定 安全 因数 的 取 值 就 越 大 。 
对 于 等 直 压 杆 ， 式 (11 -13) 还 可 以 写成 : 
o<[o]s (11-14) 


Ж. [co]., 为 压 杆 稳定 许 用 应 力 ， 单位 为 MPa; o 为 压 杆 的 工作 应 力 ， 单 位 为 MPa. 








E 
с A ° 
式 (11-14) 中 压 杆 稳定 许 用 应 力 的 计算 公式 为 
(11-15) 


一 
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压 杆 稳定 的 安全 因数 法 准则 
压 杆 受 载 时 的 安全 因数 要 大 于 等 于 规定 的 工作 稳定 安全 因数 ， 这 称 为 压 杆 的 安全 因数 
准则 。 其 表达 失 为 
nna (11-16) 
RP, n 为 压 杆 的 工作 安全 因数 ; n. 为 规定 的 压 杆 工作 稳定 安全 因数 。 
压 杆 的 工作 安全 因数 可 以 通过 压 杆 的 工作 压力 及 临界 力 或 通过 压 杆 的 工作 应 力 及 临界 
应 力 得 到 ， 即 








п=®%е (11-17) 


бе 
B == 
或 с 


式 中 ,6 为 压 杆 的 临界 应 力 ， 单 位 为 MPa; о 为 压 杆 的 实际 应 为 ， 单位 为 MPa. 

对 于 三 类 不 同 柔 度 的 压 杆 ， 应 分 别 采用 不 同 的 表达 式 计算 。 式 中 其 他 参数 同上 。 
【例题 11.7】 -如 图 所 示 三 杆 起 重 结构 中 ,立柱 的 材 
料 、 截 面 形状 二 尺寸 、 杆 端 约束 和 长 度 完 全 相同 ， 立 
柱 为 空心 圆 等 下 杆 ， 杆 的 外 径 了 =100mm， 内 径 d= 
80mm， 杆 长 !=3.5m， 各 杆 与 吊 索 之 间 的 夹 角 а= 
30* 立 柱 的 两 端 相当 于 球 匀 链 约束 ， 材 料 的 弹性 模 
量 E==200GPa， 比 例 极限 o, 二 200MPa， 重 物 的 重量 
P=2X10° N, 规定 稳定 安全 因数 п, 二 2.0， 梁 的 许 用 
应 力 [oj] 二 160MPa。 试 用 安全 因数 法 校 核 此 结构 是 

Я.С» 求 压 杆 的 轴 向 压力 下 。 显 然 ， 三 根 立柱 



















































例题 ,11.7 图 
м 的 轴 向 床 力 下 完全 相同 ， 由 图 可 以 列 出 平衡 方程 式 ; 
ЗЕсоѕа= Р 
__Р__5Х10°М _ : 
即 Е-е 3Xcos30 1 9210 N 
(2) 压 杆 类 型 的 判断 。 令 
а _ 80mm _ 
ip Imm 0 8 
由 式 (11-7)， 得 压 杆 横 截面 的 惯性 半径 为 
i “а-а D di 
А J- D 4 Уазғау ЕН 1:60. 87-0. 032m 
0-а) 
则 压 杆 的 柔 度 为 
ш 1X3.5m_ 
А = 700029010109. 4 
本 例 大 柔 度 杆 的 最 小 值 为 
xE тї X200Xx10 MPa _ 
» J 4 200МРа 99-2 








因为 
4=109. 4224,=99. 3 
所 以 该 立柱 为 大 柔 度 杆 。 
(3) 立柱 的 临界 力 。 由 式 (11- 5) 得 立柱 的 临界 力 为 
_ a ЖЕ AXD o 
Femo А-Т 0t) 








xn? X200X10 N/m’ x TO. 1m)? 


109. 47 1 (1—0. 87) --4.66 Х107М 


(4) 立柱 的 工作 安全 因数 。 由 式 (11-17)， 得 立柱 的 工作 安全 因数 ， 


„—Е«—%66Х10°М _ 


Е 1.92Х10М 2,49 


因为 
7 一 2. 43 二 mh<sQ0 
所 以 该 立柱 是 安全 的 。 
【例题 11.8】〗 若 仅 将 例 11.7 中 的 杆 长 改 为 二 2.5m， 其 他 条 件 不 变 ， 试 确定 该 起 重 
结构 能 起 吊 的 最 大 重量 P,,。 已 知 烤 料 的 届 服 极限 с, = 306МРа. a=465MPa, b= 
2.57MPa。 
М. (1) 确定 压 杆 的 柔 度 ， 即 


(2) 确定 该 材料 中 柔 度 杆 柔 度 的 最 小 值 从 ， 即 


а--6. 465МРа--306МРа 
b 2. 57MPa 





= 61.9 








G) 确定 压 杆 的 类 型 。 巾 于 该 压 杆 的 柔 度 位 于 中 柔 度 杆 区 间 ， 即 
А. <А<А, 
故 该 压 杆 为 中 柔 度 杆 。 
(4) 确定 该 压 杆 的 临界 力 oas BI 


ou =a—bA=(465MPa—2. 57MPaX78. 1) =264МРа 
(5) 确定 该 压 杆 的 临界 载荷 Fas BP 


Е„= Ао. =D ae эв 


=X ш) 1-0. 82) X2. 64х10" N/m? =7. 46 «10° 


(6) 确定 压 杆 所 能 承受 的 最 大 压力 Fuso PREKE п.-2.0. W 


ент ШО 


1971 
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一 一 一 一 一 一 = 一- 
Fu 一 下 一 工 46 久 10 N 一 3.73X105N 
na 2.0 
(7) 确定 该 起 重 结构 能 起 吊 的 最 大 重量 Pao BI 
Punx = 3F ms cosa=3 X 3. 73 X 10°N X cos30°=9. 69 10° № 
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在 机 械 设备 中 ， 某 些 杆 件 的 失 稳 也 会 造成 工作 精度 降低 、 零 部 件 失效 、 影 响 机 械 的 正 
常 运转 ， 甚 至 造成 设备 破坏 。 例 如 ， 当 金属 切削 机 床 中 的 丝 杠 失 稳 时 ， 会 造成 加 工 精度 的 
降低 和 降低 丝 杠 的 寿命 。 

为 保证 压 杆 工作 可 靠 ， 提 高 其 临界 力 ,应 综合 考虑 与 临界 力 有 关 的 因素 。 由 
式 (11-2) 可 以 看 出 ， 与 压 杆 临界 力 有 关 的 因素 是 压 杆 横 截 面 的 形状 和 尺寸 ; 压 杆 的 长 度 
和 杆 端 约束 形式 ; 压 杆 材料 的 性 能 等 。 

1. 选择 合理 的 截面 形状 


从 式 (11-2) 中 可 以 看 出 ， 压 杆 横 截 面 的 惯性 短 -与 压 杆 的 临界 力 Fe 成 正比 。 故 当 
压 杆 横 截 面积 相同 时 ， 正 方形 或 圆 形 截面 比 和 矩形 截面 的 惯性 矩 大 ;空心 正方 形 或 空心 圆 截 
面 比 实心 截面 的 惯性 矩 大 。 

当 压 杆 两 端 在 各 个 方向 的 挠 曲 平面 内 具有 相同 杆 端 约束 条 件 时 ， 压 杆 将 在 惯性 矩 最 小 
的 主轴 平面 内 失 稳 。 故 在 此 情形 下 .应 将 压 杆 的 截面 设计 成 中 空 的 圆 形 截面 。 这 不 仅 加 大 
了 截面 的 惯性 矩 ， 而 且 使 截面 对 各 个 方向 轴 截 面 的 惯性 矩 均 相 同 。 

2. 减 小 压 杆 长 度 

对 于 大 和 柔 度 杆 其 临界 力 与 杆 长 /的 平方 成 反比。 故 使 压 杆 长 度 减 小 可 以 明显 提高 不 
杆 的 临界 力 。 车 压 杆 长 度 不 能 减 小 ， 则 可 以 通过 增加 压 杆 的 约束 点 ,以 减 小 不 杆 的 计算 长 
度 ， 从 而 达到 提高 压 杆 承 载 能 力 的 目的 。 

对 于 小 柔 度 杆 ， 则 不 能 通过 减 小 压 杆 长 度 的 办 法 来 提高 临界 力 。 

з. 改变 杆 端 约束 形式 

式 (11 -2) 中 的 长 度 折算 因数 y 的 平方 与 压 杆 的 临界 力 下 ,成 反比 。 故 长 度 折算 因数 y 
值 越 小 ， 压 杆 的 临界 力 就 越 大 。y 的 数值 与 压 杆 两 端的 约束 形式 有 关 ， 在 本 章 前 面 的 讨论 
中 已 经 知道 ， 在 常见 的 杆 端 约束 形式 中 ,两 端 为 固定 约束 的 压 杆 的 长 度 折算 因数 最 小 ,一 
端 为 固定 约束 ， 另 一 端 为 自由 端的 压 杆 的 长 度 折算 因数 六 最 大 。 

4. 合理 选用 材料 


式 (11-2) 中 的 弹性 模 量 忆 与 压 杆 的 临界 力 下. 成 正比 故 在 其 他 条 件 相同 的 情形 下 ， 
弹性 模 量 高 的 材料 制 成 的 压 杆 ， 其 临界 力也 高 。 从 材料 手册 中 ， 可 以 查 出 ， 碳 钢 的 弹性 
模 量 大 于 铜 、 铸 铁 或 铝 材 料 的 弹性 模 量 ， 故 钢 制 压 杆 的 临界 力也 是 这 几 种 材料 制 成 的 压 杆 
中 最 高 的 。 但 对 于 铁 碳 合金 来 说 ， 无 论 是 普通 碳 素 钢 、 合 金 钢 ， 还 是 高 强度 钢 ， 这 些 材 料 
的 弹性 模 量 数值 非常 接近 。 故 对 于 大 柔 度 杆 ， 选 用 高 强度 钢 ， 对 提高 压 杆 临界 力 的 作 
不 大 。 
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ЯТ НРА ЖЕТ. РАА ЯА НЕ ШЕН о, 有 关 ， 所 以 改 用 高 强度 钢 
可 以 提高 压 杆 的 临界 力 。 


在 工程 中 ， 对 承受 静 载 荷 作用 的 重要 构件 ， 一 般 都 要 进行 强度 和 刚度 校 核 。 而 压 杆 是 
仅 承受 压力 作用 的 杆 状 构件 ， 对 压 杆 除 进行 强度 和 刚度 校 核 外 ， 还 要 进行 稳定 性 校 核 。 

压 杆 的 稳定 性 是 指 : 在 横向 干扰 力 的 作用 下 ， 压 杆 产生 了 微小 弯曲 ， 若 压 杆 是 稳定 
的 ， 则 当 横 向 干扰 力 消除 后 ， 压 杆 能 够 恢复 直线 稳定 状态 。 

压 杆 稳定 的 校 核 就 是 计算 压 杆 的 临界 力 F..， 使 压 杆 的 压力 已 小 于 临界 力 。 压 杆 临界 
JI 已 ,计算 的 方法 由 压 杆 的 类 型 选取 ， 而 压 杆 的 类 型 是 根据 压 ЖА Ой. ЖА 
与 压 杆 的 截面 尺寸 、 截 面 形状 、 杆 长 及 杆 端 约束 条 件 有 关 ЗЕН ІІІ 
RAER и найын ет уз 三 类 : 

(1) A> 时 ， 压 杆 为 大 柔 度 杆 ， 临界 力 按 欧 : 

(2) AKAA, 时 ， 压 杆 为 中 柔 度 杆 ， 临 re 

G) А<А, 时 ， 压 杆 为 小 柔 度 杆 ， тас 

压 杆 的 稳定 性 校 核 主要 是 按 力 准 ee 数 准 则 进行 计算 

为 提高 压 杆 的 稳定 性 ， ШЕТІ 合理 的 截面 形状 2 小 压 杆 长 度 、 改 变 杆 端 约束 
шшшде: а ке” ш 


1 什么 是 压 杆 的 稳定 失效 ? 
2 什么 是 压 杆 的 临界 力 和 临界 应 力 ? 

3 常见 的 压 杆 杆 端 约束 形式 有 哪 几 种 ? 相应 的 长 度 折 算 因 数 为 多 少 ? 
11.4 欧 拉 公式 适用 于 何 种 情况 ? 
5 
6 





11. 


压 杆 的 惯性 半径 和 和 柔 度 怎样 确定 ? 
11.6 如 图 所 示 为 两 端 以 球 铵 链 约 束 的 压 杆 的 几 种 截面 的 形状 ， 问 压 杆 失 稳 由 直线 平 
衔 形 式 转变 为 弯曲 平衡 形式 时 ， 其 横 截 面 将 绕 哪 一 根 轴 弯 曲 。 
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思考 题 11.6 图 


\ 材料 力学 seeees===c 





11.1 WRA D=120mm, 长 度 / 二 1200mm， 弹 性 模 量 玉 二 206GPa， 比 例 极限 6, = 
200MPa， 两 端 为 球 贸 链 约束 压 杆 的 临界 力 。 
11.2 如 图 所 示 为 长 度 ， 两 端的 约束 形式 、 材 料 相同 ， 但 截面 形状 不 同 的 压 杆 。 各 杆 
横 截 面 的 面积 都 相同 ， 且 面积 为 A=3.14X10;mm?*, 压 杆 的 弹性 模 量 Е = 2066СРа, Їй 
定 各 杆 的 临界 力 。( 假 设 各 杆 均 为 大 柔 度 杆 ) 


1000mm 








Jaux a 
11.3 试 确定 题 11. 2 PARERE., AFER., E AEA Но, = 





235МРа. а,--200МРа. а--304МРа. 9-1. 12МРа. 

1.4 将 题 11. 3 中 压 杆 长 度 改 为 /二 2000mm， 重 新 判断 各 截面 压 杆 的 类 型 。 

11.5 一 压 杆 的 两 端 均 为 固定 端 约束 ， 杆 长 Sme 压 杆 为 5 号 等 边 角 钢 ， 边 厚 d= 
5mm， 材 料 为 Q235,， 试 确定 压 杆 的 临界 力 。 

11.6 如 图 所 未 支架 中 的 斜 杆 2 АМИН ЛЕН. 946 D=50mm, N d= 
30mm, ЖК Љ = 1000тт. А, B, СЕСЕ РУЯТ, МОЛА RIR о. =235МРа, Ж 
(АН о, =200МРа, 设 横梁 1 有 足够 的 强度 ， 压 杆 2 的 稳定 安全 因数 n., 二 2。 试 确定 : 
СТОНЕ 2 的 临界 力 Fas (2) 支 架 所 能 承受 的 最 大 载荷 W 。 

11.7 如 图 所 示 结 构 中 , 压 杆 1 和 2 都 为 外 径 D=80mm 内 径 d=40mm 圆 形 截面 的 
钢管 ， 试 求 图 中 尺寸 /==1. 5m 和 一 2m 时 ,该 结构 所 允许 承载 的 最 大 载荷 Foo WE A 
的 弹性 模 量 EE==206GPa， 比 例 极限 o, 二 200MPa， 稳 定安 全 因数 л„=2. 








习题 11.6 图 习题 11.7 图 
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11.8 如 图 所 示 结 构 中 ， 梁 2 有 足够 的 强度 ， 实 心 圆 截面 压 杆 1 的 材料 为 Q235， 载 
荷 FF 一 1.5X10N， 规 定 的 压 杆 工作 稳定 安全 因数 n., 二 2。 试 确定 压 杆 的 最 小 直径 。 已 知 
t 一 2m。 

11.9 如 图 所 示 为 液压 缸 ， 已 知 活塞 杆 直径 di 二 20mm， MEKE /=510тт. d= 
100mm, 液体 的 压力 р-1.0МРа. # Л й 2 !=10тт. 活塞 杆 的 材料 为 45 钢 ， 稳 
定安 全 因数 .二 1.8， 试 用 安全 因数 法 对 活塞 杆 进行 稳定 性 校 核 及 强度 校 核 。 
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习题 11.8 图 习题 11.9 图 


11.10 ”如 图 所 示 为 一 矩形 截面 压 杆 ,已 知 截面 的 长 宽 比 h=40mm, 5 二 20mm， 压 杆 
材料 的 弹性 模 量 E=206GPa, о,=235МРа. о, =200МРа. а--304МРа. b=1.12MPa, 其 
两 端的 约束 情况 如 图 所 示 ， 该 结构 规定 的 压 杆 工作 稳定 安全 因数 n., 二 2， 试 确定 其 轴 向 载 
荷 为 下 一 7. 5010" МВ. ЖЕЛ ЖАНБЕК K BE Diao 








习题 11. 10 图 





11.11 如 图 所 示 为 焊接 压 杆 ， 压 杆 横 截 面 的 尺寸 分 别 为 : h=200mm, b=100mm 
hi=20mm, bh 一 40mm， 压 杆 的 材料 为 Q235， 两 端 都 为 固定 端 约 束 ， 杆 长 1 二 3m， 试 确 
定 该 压 杆 临界 力 。 

1.12 如 图 所 示 为 由 对 称 布置 的 4 根 5 号 等 边 角 钢 组 成 的 压 杆 ， 压 杆 材料 为 Q235， 
边 厚 d 一 5mm， 组 合 截面 的 边 长 a 二 140mm， 压 杆 的 一 端 为 固定 端 约束 ， 另 一 端 为 球 贸 约 
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\ 材料 力学 seeses==== 


Ж. НЕ /二 3m。 设 压 杆 规定 的 压 杆 工 作 稳 定安 全 因数 п 二 2， 试 确定 该 压 杆 所 能 承受 的 
最 大 轴 向 力 。 








习题 11. 11 图 习题 11. 12 图 
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能 量 法 

教学 提示 : 本 章 内 容 包括 能 量 法 和 动 荷 应 力 。 能 量 法 是 求 弹性 体 任 一 点 或 任 一 截面 位 

移 的 一 种 方法 ， 在 能 量 法 中 介绍 了 功能 原理 和 单位 载荷 法 。 在 动 荷 应 力 中 讨论 了 冲击 动 载 
荷 问题 ， 用 能 量 法 计算 。 

教学 要 求 : 运用 功能 原理 求 位 移 只 适用 于 在 计算 总 处 有 外 力作 用 的 情况 ， 因 此 有 局 限 

性 ， 但 它 是 推导 其 他 方法 的 基础 ， 要 求 理解 并 掌握 5 这 部 分 内 容 的 重点 是 单位 载荷 法 的 应 


用 ， 应 重点 掌握 。 要 求 理解 并 掌握 冲击 动 载荷 问题 的 基本 理论 和 方法 以 及 在 冲击 载荷 作用 
下 构件 的 强度 计算 。 


RN аа 
мА Тн 


前 面 各 章 研究 构件 的 变形 或 位 移 所 采用 的 都 是 基于 几何 关系 的 方法 ， 适 于 求解 简单 
的 、 基 本 的 问题 。 对 于 较 复 杂 的 问题 ， 则 适 于 采用 基于 能 量 原理 的 方法 ， 即 能 量 法 。 能 量 
法 分 析 过 程 简单 ; 应 用 范围 十 分 广泛 ， 如 既 可 以 确定 任意 点 、 沿 任意 方向 的 位 移 ， 也 可 以 
求解 内 力 或 应 办 ;~ 既 适 合 静 定 问题 ,也 可 以 直接 用 于 求解 超 静 定 问题 ， 既 适用 于 线 弹 性 问 
题 ， 也 可 用 于 非 线 性 弹性 问题 ， 等 等 。 

能 量 原理 的 最 基本 的 概念 是 功 、 能 及 其 转变 与 守恒 的 规律 ， 各 种 与 功 和 能 有 关 的 原理 
和 定理 统称 为 能 量 原理 。 在 研究 常温 、 静 载 下 的 弹性 体 时 ， 最 基本 的 原理 是 应 变 能 原理 ， 
即 式 (8 - 21); 














V.=W 
将 外 力 功 表达 式 (8 -22) 代 入 ,得 


УУР (12-1) 











AP. Е, 为 广义 力 ，A; 为 相应 的 广义 位 移 。 例 如 ， 当 F ОА. Д, ЖЕ, 作用 点 沿 
作用 线 方向 的 线 位 移 ; ЧЕ 为 一 集中 力 偶 时 ，A; Е, 作用 截面 沿 转动 方向 的 角 位 移 ; ЧЕ 
为 一 对 等 值 反 向 的 集中 力 时 ，A; 为 两 集中 力作 用 点 沿 作用 线 方向 的 相对 位 移 ， 等 等 。 
由 式 (12-1) 可 见 ， 应 变 能 原理 可 以 直接 用 于 求解 位 移 ， 但 仅 限 于 一 些 特殊 问题 
当 杆 件 上 作用 的 每 一 广义 外 力 都 唯一 时 ， 可 求 出 与 某 一 外 力 相应 的 位 移 。 
更 有 意义 的 是 ， 利 用 功能 原理 ， 可 以 导出 求解 位 移 的 更 加 普遍 的 方法 ， 如 本 章 将 要 重 








点 介绍 的 单位 荷载 法 。 


12.2 杆 件 的 应 变 能 


CZA 拉 压 杆 的 应 变 能 


图 12.1(a) 中 ， 杆 在 拉力 下 的 作用 下 产生 变形 ， 变 形 量 为 Al， 拉力 下 所 做 的 微 功 可 以 
НІН 12. 1(b) 中 和 斜 线 与 A 轴 之 间 的 微 梯形 面积 表示 ， 即 

















dW = [Ft СЕ, Е) + dA элеЕ + АСА) 





图 12.1 


故 拉力 所 做 的 功 为 


м 
и =] ЕГ, адд) 


ДЕЛИ ЕЗ 已 一 sa 代入 ， 得 到 拉力 正 所 做 的 功 的 表达 式 ， 
_EACAD lp, n ЕЙ 

21 z" AMT3EA 
受到 拉 伸 作用 时 ， 轴 力 Б. 的 值 与 拉力 FA, ЕТЕ ВЕНЕРИ ИИ ЛЕДЕ У, 在 数值 上 等 于 
裁 荷 所 做 的 功 ; 





wW 


ЖЕП EE 
У. 3 FAIA 





(12-2) 


受 担 贺 轴 的 应 变 能 


图 12. 2(a) 所 示 圆 杆 ， 在 外 力 偶 窍 M. 的 作用 下 ， 杆 端的 扭转 角 为 p。 当 材料 在 弹性 范 
围 时 ， 因 扭转 角 和 外 力 偶 矩 成 正比 ， 故 外 力 偶 矩 所 做 的 功 可 用 图 12.2 (b) 中 的 三 角形 面积 
ОАВ 表示 . BI 





Lr 
到 一 了 Mg 
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因 圆 杆 的 扭矩 Т=М.. e= 所 以 圆 杆 扭转 时 的 应 变 能 为 
„ы а 
ЕТ П че ый _ 
V.=W=5M, 9-сі, (12-3) 
м, 
м, A 
“| 
1 о Ф В 9 
(а) (b) 
图 12.2 


ponas Сэ 


首先 计算 梁 纯 弯曲 时 的 应 变 能 。 图 12. 3 为 一 简 支 梁 ， 在 两 端 受 力 偶 矩 M. 作用 后 ， 产 
生 纯 弯曲 。 各 个 横 截 面 上 的 弯 矩 均 为 M.。- 梁 弯曲 后 ， 轴 线 上 各 点 处 的 曲率 半径 p 相同 。 
即 梁 弯曲 后 的 轴线 为 一 圆 弧 。 两 端面 的 相对 转角 为 





A Me 
6 р EI 
М, 
M, 
2 
3 
多 В 
“эъ Ба, 
(а) (b) 
图 12.3 








可 见 在 线 弹 性 范围 内 ， 若 变 曲 力 偶 矩 М. 由 零 逐 渐 增 加 到 最 终 值 ， 则 М, 与 9 的 关系 
也 是 斜 直线 ， 如 图 12. 3(b) 所 示 , 弯曲 力 偶 矩 所 做 的 功 也 是 图 中 斜 直线 下 面 的 三 角形 面 
Ж.Ш 














应 变 能 为 
= (12-4) 
ЖУ. RERE [Н] 25 Е 9 27. HAAN 7) А ШІ ИЛЕК. ЖЬ 


是 xz 的 函数 ,这 时 应 分 别 计算 与 弯曲 和 剪 切 相对 应 的 应 变 能 。 但 在 细 长 梁 的 情况 下 ， 对 应 
于 剪 切 的 应 变 能 与 弯曲 应 变 能 相 比 ,一 般 很 小 ， 可 以 不 计 ， 所 以 只 需要 计算 弯曲 应 变 能 。 
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从 梁 内 取出 长 为 dz 的 微 段 如 图 12.4 所 示 ， 其 左右 两 截面 上 的 弯 矩 应 分 别 是 M(x)、 
M(xz) 十 dM(x)。 计 算 应 变 能 时 ,省 略 增 量 dM(z)， 便 可 把 微 段 看 作 纯 弯曲 的 情况 ， 则 微 
段 的 应 变 能 为 





积分 求 得 全 梁 的 应 变 能 ， 即 





(12-5) 
如 M(Cz) 表 达 式 在 梁 的 各 段 内 不 相同 ， 上 述 积分 应 分 段 进行 ， 然 后 求 其 总 和 。 
综合 式 (12 - 2) 、 式 (12 - 3) 和 式 C12 一 和 D， 可 统一 写成 : 
v.=w=Ż Fə 
式 中 ，F 为 广义 力 ， 在 拉 伸 时 代表 拉力 ,在 扭转 或 弯曲 时 代表 力 偶 矩 ; 8 是 与 下 对 应 的 广 
义 位 移 ， 在 拉 伸 时 它 是 与 拉力 对 应 的 线 位 移 Abe 在 扭转 时 它 是 与 扭转 力 偶 矩 对 应 的 角 位 
Ж 。 在 线 弹性 的 情况 下 ， 广义 力 与 广义 位 移 之 问 是 线性 关系 。 


“组 合 变形 杆 件 的 应 变 能 。 


考虑 组 合 变形 下 的 杆 件 ， 其 截面 上 存在 轴 力 Fs), BE M MME T) JULA 
力 。 在 线 弹 性 和 小 变形 条 件 下 ， 每 种 内 力 只 在 与 其 本 身 相 应 的 位 移 上 做 功 ， 在 其 他 内 力 引 
起 的 位 移 上 不 做 功 。 所 以 ,组合 变 形 杆 件 的 总 应 变 能 等 于 与 各 种 内 力 相应 的 应 变 能 之 和 ， 
其 一 般 形式 为 














“ғаз, fF MIO), ТС). Е 
У, | DEA ат + ZEI de +f! 261; аз (12-6) 
对 于 杆 件 系统 ， 则 其 总 应 变 能 为 各 段 杆 应变 能 之 和 ， 简略 表 达 式 为 
2278 ! M? (x) TG 
v=Ņ], -5f a + У] 2С1, %* (12-7) 


【例题 12. 1】 一 受 集中 力 РЕ Е. ШІН. СУЛЕ ET 为 已 知 常 数 ， 试 求 该 
ЕЕЕ wyo 
т. (1) 内 力 分 析 。 梁 的 弯 矩 方程 为 
Моә--Е(т-0 
(2) 计算 梁 的 应 变 能 。 根 据 式 (12 - 5)， 梁 的 应 变 能 为 
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M’ (x)dx Е°(=:—0)%4х _ ЕЙ 














г 2ЕІ П ZETI 6EI 
(3) 计算 挠 度 ws。B 点 的 线 位 移 为 ws， 在 变形 过 程 中 力 下 所 做 的 功 为 
М-ға 
根据 功能 原理 ， 有 
1 Е 
2 Еч SEI 
ВАН wn 为 
„EÈ 
тов ЗЕТ 


方向 向 下 。 





例题 及 .了 图 


【例题 12.2】 如 图 所 示 术 架 ， 在 节点 CG 处 受 垂直 集中 力 下 的 作用 , 试 计算 节点 С 的 垂直 
位 移 。 设 杆 1 和 杆 2 均 为 等 截面 直 杆 , ЗЕНА СЛЕ RIBE ЕА 相同 。 





(a) (b) 


例题 12.2 图 


B: (1) 内 力 分 析 。 分 析 节 点 C 的 受 力 情况 ,如 图 (b)， 求 得 杆 1 和 杆 2 的 轴 力 Fu 和 
Fu Э 
Еа-Е (h), Ез-У2Е (压力 ) 
(2) ПРСТА ИО ЛУ ВЕ. НОЕН 1 和 杆 2 组 成 ， 应 变 能 为 
ЕМ | Fel (142/2Е 
2EA 2FEA 2ЕА 
(3) 计算 位 移 。 设 节点 C 的 垂直 位 移 为 wc ， 如 图 (a)， 集 中 力 下 沿 位 移 wc 所 做 的 功 为 


W 一 六 Fuc， 根 据 功 能 原理 ， 得 








у. 


1 pu = О+2020)ЕЧ 
2 2ЕА 
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а--2/2Ей 
方向 向 下 。 
【例题 12. 3】 拉杆 如 图 中 (a)、(b)、(c) 所 示 ， 在 下 端 分 别 作 用 轴 向 拉力 Fl、F,、(F 十 
F,)， 试 计算 三 种 情况 下 各 杆 的 应 变 能 。 已 知 杆 的 抗 拉 刚度 均 为 EA， 杆 长 均 为 1。 
解 : 图 中 (a) 、(b) 两 种 情况 下 ， 杆 的 轴 力 Е... Ем] 
Е-Е, Ры 





MERRE Vas Va DIA 


_ Fil 
Ү.=зЕд (а) 
v= (b) 
图 中 (ce) 情况 下 ， 杆 的 轴 力 Fs. 为 
FFF +F: 


应 变 能 У. 0 


y ЖЕН Fil | ЕИ FFl 5 
ы 2EA 2EA 2EA ЕА 





жы. в/і. 

A) 应 变 能 У, 是 外 载荷 的 二 次 函数 ， 在 计算 同一 种 变形 形式 下 的 应 变 能 时 ， 生 加 原 
理 不 能 使 用 。 

当 分 别 计算 载荷 FF Е, 作用 下 的 应 变 能 时 ， 其 值 为 V У. Е. Е, 合 在 一 起 计 
ЕВР. ДЛУ ВЕУ. W Va УУ... 

这 是 因为 式 (c) 中 的 第 三 项 是 先 加 F (或 先 加 Е), FHI FC FOI, FR FOH F 
(或 Е ЕЙ ИМ и (或 w) 上 做 功 ， 此 时 FCR Fi ) 是 常数 ， 所 做 的 功 为 


(= Еи =Е, ЕҢ) 

可 见 ， 几 个 力 同时 作用 在 杆 件 上 时 ,做 功 互相 影响 ,使 应 变 能 发 生变 化 ， 所 以 此 时 不 
能 用 又 加 原理 计算 杆 件 的 应 变 能 。 

(2) 应 变 能 的 大 小 与 加 载 的 先后 次 序 无 关 。 








Fl 
Fu =F; EA 








12.3 单位 载荷 法 


本 节 介 绍 计算 结构 一 点 处 位 移 的 另 一 方法 一 一 单位 载荷 法 。 从 12. 2 节 的 例题 可 见 ， 








Ж 
否则 ， 在 外 力 功 的 表达 式 中 就 不 会 出 现 所 求 点 的 位 移 ， 所 以 也 无 法 求 














荷 法 。 


HAARA Е. Е... Е, 作用 在 粱 上， 如 图 12.5(a) 所 示 ， 梁 由 直线 变形 成 





功能 原理 计算 弹性 体 或 弹性 结构 某 点 的 位 移 时 ， 要 求 该 点 必须 要 有 相应 的 力 的 作用 ， 
得 它 的 数值 。 单 位 载 
答 法 就 不 受 此 限制 ， 可 求 构件 或 结构 上 任意 一 点 处 的 位 移 。 现 以 梁 为 例 来 介绍 单位 载 
































线 ， 梁 上 各 载荷 作用 处 的 挠 度 分 别 为 rw ws ee wo 为 了 求 挠 度 zw， 建立 一 个 新 的 系 
统 ， 如 图 12. 5(b) 所 示 ， 该 系统 和 原 系统 结构 相同 ， 只 在 梁 上 天 点 处 治 挠 度 方向 作用 一 个 数 
值 为 1 的 力 ， 此 力 称 为 单位 载荷 ， 此 系统 称 为 单位 载荷 系统 2 Ж ЕК 点 处 的 挠 度 为 6。 




















原 系统 中 外 力 做 的 功 为 





ж, = 5) Ек са) 
ШИРИ МС). ЖЫП РЫЛ ЫЯ 。 
хораан w 
ПИТТ? 
и, =152 б) 
TIGRIS EN МУ Са). ЖЕРЛЕ УЫ 
考虑 在 单位 载荷 系统 中 加 上 Fin Fa en Е,. WA 12. 5(c) 所 示 ， 梁 从 曲线 工 变 到 
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线 卫 ， 梁 上 载荷 变 为 1、F, 、F;、…、F,， 此 时 总 外 力 功 为 
w=? D Ран (хш) (е) 


ЖЕНЕ Е M =Ma) HM a), BAEREN 























| М`*(х)йх_ (СМО) + MF dz © 
2Е1 i 2ЕІ 
根据 功能 原理 W=V.， 分别 有 
Еле Mz(z)dx 
Wi 1 2 Va = J, —2ET а» 
1х8 М“ саас 
w: =V = | “Сэр а» 
у= 15+ Уу) Р (хш) У, © 
Е 





_ [ Me(z)dz + M’ (xr)dr +} Мем (2)ат 
‚ 2ЕІ 1 2ЕІ ЕІ 


根据 (g)、(h) 两 式 ， 比 较 (i) 两 边 可 得 


А 
‚ омо | Ге 
5% хў 


式 中 ，M(x) 为 梁 在 外 力 Е o Fis Е, ЖЕНКЕ ЕМ; M (zx) 为 梁 在 单位 载荷 
作用 下 任 一 截面 上 的 弯 和 矩 : 

式 (12 - 8) 为 单位 载荷 法 计算 位 移 的 公式 也 称 为 莫 尔 积分 。 单 位 载荷 法 也 称 为 莫 尔 
方法 。 

如 果 式 (12 8) 计 算 结果 为 正 ， 说 明 所 加 单位 载荷 的 方向 就 是 实际 位 移 的 方向 ; 若 计 
算 结果 为 负 ， 说 明 所 加 单位 载荷 的 方向 与 实际 位 移 方向 相反 。 

上 述 的 分 析 方 法 和 主要 结论 可 以 运用 到 其 他 各 基本 变形 中 去 。 现 把 各 基本 变形 形式 下 
位 移 的 表达 式 分 列 如 下 : 

弯曲 变形 时 























М(х) М Cr)dz 
i EI 
式 中 ,A TERREA EE 4 Д0, RAR EA EJ. M C) H 
位 力 偶 引 起 的 弯 和 矩 。 

扭转 变形 时 


A= (12-9) 





TCz)T"Cz)dz 
i СТ, 
式 中 ,A 是 圆 轴 长 为 7 的 两 端 截面 的 相对 扭转 角 ; 工 "(z) 是 单位 扭转 外 力 偶 产 生 的 扭矩 。 

拉 伸 (压缩 ) 变 形 时 


А = (12-10) 








Fx(r)F\ (xz)dr 


аа); ҒА (12-11) 


WP, A 是 轴 向 线 位 移 ; Ек (zx) 是 单位 载荷 沿 轴 线 产 生 的 轴 力 。 
те а H P 


АД у Кыгын (12-12) 


i=l 

















式 中 ,A 是 单位 载荷 作用 方向 上 的 线 位移 ; Fx; 是 单位 载荷 作用 下 各 杆 内 的 轴 力 。 
组 合 受 力 与 变形 时 











M(x)M’ (rdr TODT (Wdr Ех (r) F(x)dr 25; 
£ | ЕТ | с +J, EA 51219) 


А 


IP: М" Са), ТС), ЕС) ЈО SRE А ЖНА] ЛУ НО Да АГ Е ПО АЕ, Ж, 
轴 力 ; Me), Tæ), Еу Сх) ЙУ УЕЛ ДЫ Е Н) РЧ 7027. 

【例题 12. 4】 如 图 中 (a) 所 示 简 支 梁 ， 抗 弯 刚 度 EI 为 常量 < 试用 单位 载荷 法 求 粱 跨 中 央 
截面 C МЕЛ we ЖП В 端的 转角 0;。 








例题 12.4 图 


解 : (1) 求 截面 СӘМЕН сс. EPR С 处 加 单位 力 ， 建 立 单位 载荷 系统 ， 如 图 
中 (b)。 弯 矩 方程 分 别 为 


АСВ. мсә-> 
св Bt: Mi= Ua) 
均 布 载荷 g EERIE WS ED EA 

ACH: M, =a 
СВ B: Mi) = 时- 


== шә 
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根据 式 (12 -9)， 并 利用 梁 上 载荷 的 对 称 性 ， 截 面 С 处 的 挠 度 为 
下 Mi (DMi (Ddr | f! М.С) МЗ (x) de 
we > EI 2 ЕТ 


i i 
+ M, (x) Mi (x) dx амо | жы | 
中 ЕІ ЕП, (247 2/2 
| а“. =) = 
ЕТ)» (5% 4/45 “3 ДЕ 
方向 向 下 。 


DOR B 端的 转角 0s。 在 B 端 加 单位 力 偶 ， 建 立 单位 载荷 系统 ， 如 图 中 (4c) 所 示 。 
全 梁 的 弯 矩 方程 为 























M'(z) 一 二 
均 布 载荷 q 在 全 庚 引 起 的 弯 矩 方程 为 
Жн (12-9), # В 端的 转角 0 为 


%- || MG 1 (r)dr Di (4. Ф | da 


1 f'(a s z] = Č 
E de = ы 














转向 为 逆 时 针 。 
【例题 12. 5】 Р Са) тл МЈ. АВ 杆 和 ,BC 标的 抗 弯 刚度 分 别 为 EIT, 和 EI,， 试 求 


截面 B 的 转角 90s( 剪 力 和 轴 力 可 忽略 不 计 )。 





EJ В и зр 
С 
(а) (b) 
例题 12. 5 图 
解 : 在 截面 也 处 加 单位 力 偶 ， 建 立 单位 载荷 系统 ， 如 图 中 (b) 所 示 。 刚 架 的 弯 矩 方程 

分 别 为 
ВА Bt: М2) =0 
СВ 段 ， M’ (zs) 一 一 1 
外 载荷 正在 刚 架 上 引起 的 弯 矩 方程 分 别 为 
вр В: Mz =F ($a ) 
CB B: М‹х)=—Е5- 


根据 式 (12 -9)，B 处 的 转角 0 为 


1212 





п=птнишшшв 能 
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1 [ а ) . Fal 
FT: | Е 9). C Dde = а 


截面 В 的 转动 方向 为 顺 时 针 。 
【例题 12. 6】 图 中 (a) 所 示 支 架 ， 节 点 B 处 受 一 竖 直 方向 的 集中 力作 用 ,AB 杆 和 BC 
杆 的 抗 拉 刚度 都 为 EA ， 试 求 点 B 处 的 竖 直 位 移 As, 。 
































(a) (b) (с) (9) 
例题 R.o 


解 : (1) 计算 支架 各 杆 的 轴 力 。 取 节点 В 为 研究 对 象 ， 如 图 中 (b) 所 示 ， 由 静 力 平衡 
条 件 ， 得 








EEZ 0 Ем cos45°— Ез соѕ30° = 0 
УЕ,=0 Fysin30°= Еу зіп45%--Е--0 








解 得 
Еһ = —0; 8907F GEJ) 
Е =0.732Е (拉力 ) 
(2) 计算 在 单位 载荷 作用 下 支架 各 杆 的 轴 力 。 在 支架 В 处 的 竖 向 上 加 单位 力 ， 建 立 单 
位 载荷 系统 ， 如 图 中 (c) 所 示 。 同 样 ， 取 节点 В 为 研究 对 象 ， 如 图 (d)。 由 静 力 平衡 条 
件 ， 得 














УЕ, =0 F% cos45°— F% cos30°=0 
ХЕ,-0 Еѕіп30°— Ға sin45°—1=0 
解 得 
Еу 一 一 0.897 (压力 ) 
Е =0.732 (拉力 ) 
G) 计算 竖 向 位 移 As, 。 根 据 式 (12 -12)，B 处 的 竖 向 位 移 An H 


тыры Бағы á Кыйы 1 
As > ЕА Tal EA lz) 


(--0. 897) (—0. 897) ‚ (0. 732) (0. 732) 24/3 Fl 
БА 2 Е1+ ЕА УЗ ру 1764 




















方向 向 下 。 
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12.4 冲击 应 力 的 计算 


当 运 动 着 的 物体 碰撞 到 静止 的 物体 上 时 ,在 相互 接触 的 极 短 时 间 内 ,运动 物体 的 速度 
急剧 下 降 到 零 ， 从 而 使 静止 的 物体 受到 很 大 的 作用 力 ， 这 种 现象 称 为 冲击 ,运动 物体 称 为 
冲击 物 ， 静止 的 物体 称 为 被 冲击 构件 ， 冲 击 物 施 加 在 被 冲击 构件 上 的 作用 力 称 为 冲击 载 
荷 。 工 程 中 的 落 锤 打桩 、 汽 锤 锻造 和 飞轮 突然 制 动 等 ， 都 是 冲击 现象 ， 其 中 落 锤 、 汽 锤 、 
飞轮 是 冲击 物 ， 桩 、 锻 件 、 轴 是 被 冲击 构件 。 在 冲击 过 程 中 ， 冲 击 物 将 获得 很 大 的 负 加 速 
度 ， 于 是 ， 它 将 很 大 的 惯性 力作 用 在 被 冲击 构件 上 ， 从 而 在 被 冲击 构件 中 产生 很 大 的 冲击 
应 力 和 变形 。 

在 冲击 问题 中 ， 由 于 冲击 物 的 速度 在 极 短 时 间 内 发 生 很 大 变化 居所 以 负 加 速度 的 值 很 
难 确定 ,用 精确 方法 分 析 冲 击 问题 是 十 分 困难 的 。 因 此 ,工程 十 一般 采用 偏 于 安全 的 能 量 
方法 ， 对 冲击 瞬间 的 最 大 应 力 和 变形 进行 近似 的 分 析 计 算 。 

为 简化 计算 ， 做 如 下 假设 : 四 冲击 时 ， 冲 击 物 本 身 的 变形 很 小 ， 忽 略 不 计 ， 即 将 冲击 
物 视 作 刚体 ;四 不 考虑 被 冲击 构件 的 质量 ;四 冲击 过 程 中 的 能 量 损失 (如 发 声 、 发 光 、 发 
热 ) 略 去 不 计 ; @ 冲 击 中 ， 被 冲击 构件 的 材料 仍 服从 胡 克 定律 。 下 面 将 讨论 自由 落体 冲击 
和 水 平 冲击 两 种 情况 。 





1. 自由 落体 冲击 问题 
如 图 12.6 HR. ЕР 套 在 一 根 长 为 1!、 横 截面 面积 为 A 
ТАВ 上 。 当 重 物 自 高 度 为 h 处 自由 下 落 到 凸 缘 C Е. ВЕ 
АВ 伸 长 Al,。 重 物 呈 "所作 的 总 功 为 
W=P(h+Al) 
WEF AB 的 拉 伸 应 变 能 为 
1 


Уа РАН 


式 中 ,Fw 是 重 物 冲 击 时 引起 的 АВ 杆 截 面 上 的 内 力 ， 


БА. М, 
1 





Ға 


所 以 





Т.Е 为 弹性 模 量 。 
根据 能 量 守恒 定律 , 重 物 已 所 做 的 功 W 应 全 部 转化 为 杆 件 的 拉 伸 应 变 能 V.,, 即 
W=Va 
АЗ» EA 
21 


Ali—2 Eha Ehn =0 


Ali—2Als Als—2Alsh=0 
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RH, MaE AFE ERRA Р 作用 时 的 静 变 形 。 解 上 述 方程 ， 得 


Ala=Als E VAR 二 2AL h 
如 式 中 取 负 号 ， 则 14,50 与 事实 不 符 ， 故 取 正 号 ， 即 


Ala= Ala + УА FA, =м.1+ 1+ | 
根据 胡 克 定律 ， 杆 内 冲击 应 力 为 


mm 一 Fei 一 ES еа 1+2} J-fin 14 А | 











1 1 А м 
> ете 828 (2-14) 
м. 


式 (12 - 14) 称 为 冲击 动 荷 因数 ， 所 以 冲击 应 力 : 
са= Клс. (12-15) 
Жер. о ЕЛ. ВРЕ ТЕН ТИЧА С 上 时 杆 AB 内 的 应 力 。 
构件 受 冲击 载荷 作用 时 的 强度 条 件 ， 如 同 静 载荷 时 强度 条 件 一 样 ， 可 写成 
Oumar “KAA [о] (12-16) 
WP, в. Ж oi.wwx 分 别 为 构件 内 的 最 大 冲击 应 力 及 最 大 静 载 应 力 ; Го) 仍 为 静 载荷 时 的 
许 用 应 力 。 
对 于 受 冲 击 构件 的 冲击 载荷 和 动 变形 也 可 写成 : 
Е,=К.Е.\ (12-17) 


Аи, (12-18) 
以 上 计算 ЯКОР 12. 6 所 示 的 结构 适用 ， 对 自由 落体 冲击 的 一 般 构 件 或 结构 也 适 
用 。 只 是 在 计算 动 荷 因数 时 ,应 把 AL。 看 成 是 冲击 物 作为 静 载 荷 作用 于 被 冲击 物体 上 时 ， 
被 冲击 物 在 冲击 点 处 沿 冲击 方向 的 静 位 移 。 所 以 把 符号 AL,, 改 为 4s 。 
将 (12- 14) 式 改 成 如 下 形式 ， 


К,=1+ 1+2 1+ ЕРІ (12-19) 








ERRA RA AR НЕ 43525. АПН, A ЛЕ С ТЕЬ WERE. 
重 物 P 有 时 不 是 冲击 载荷 ， 只 是 突然 加 在 构件 上 。 如 起 重 机 械 的 吊 索 开 始 起 吊 的 瞬 
间 ， 即 是 这 种 受 力 情 况 。 此 时 ji 一 0， 则 Ks 二 1 十 Mi 十 0 二 2， 所 以 
са Ka “с, --2б, 
可 见 ， 在 突然 加 载 时 ， 杆 内 引起 的 动 应 力 是 静 应 力 的 两 倍 。 

如 果 知 道 落体 冲击 开始 时 冲击 构件 的 初速 度 v M ERAGI: 


Ks=1+ j+- (12-20) 
此 式 称 为 冲击 动 荷 因数 的 速度 表达 式 。 

如 果 知 道 落体 冲击 开始 时 冲击 构件 的 初 动能 T 和 被 冲击 构件 的 静 应 变 能 V.， 则 上 式 
又 可 写成 : 


























a 
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Т, 
кеъ ут (12-20 


此 式 称 为 冲击 动 荷 因数 的 能 量 表达 式 。 
【例题 12.7】 一 上 端 固定 的 钢 杆 ( 见 图 12.6). 长 /=1500mm， 截 面 面 积 A 二 5mm*， 当 
P=200N 的 重 物 自 高 度 /一 5mm 处 自由 落 到 凸 缘 上 时 ， 求 钢 杆 的 冲击 应 力 o4 和 动 伸 长 
Alas ЕЯ Е-?200СРа, 

解 : (1) 求 钢 杆 的 静 伸 长 ， 即 


м. = PL 200NX1500mm 
“ EA 200X10 MPaX5mm 














--0. 3mm 





(2) 求 钢 杆 的 静 应 力 ， 即 


(3) 求 动 荷 因数 К, ШІ 
Қ 2һ _ „2Х5тпт _ 
Кі-14 КА + м; 14 ў F 0. зт 6. 86 


(4) 确定 冲击 应 力 和 动 变形 ， 即 
om 一 Ku an= 6.86 х 40МРа= 274. 4МРа 








Ali= Ka dla = 6. 86X0. 3mm=2 06mm 


2. 水 平 冲 击 问题 
图 12.7(a) 所 示 一 重 为 P 的 物体 ， 水 平 冲击 在 竖 杆 的 A 点 ,使 杆 发 生 弯 曲 。 如 在 冲击 
过 程 中 不 计 其 他 能 量 损 耗 ， 则 按 能 量 守 恒定 律 ， 冲 击 物 在 冲击 前 后 所 减少 的 动能 了 和 位 能 
V 应 与 被 冲击 构件 所 获得 的 应 变 能 У, 相等 ， 即 





Т--У-У, (12-22) 
А, А, 
ғ, Р 
В в 
2 2 
(а) ы (е) 
图 12.7 


冲击 物 即 将 接触 到 A 点 时 的 速度 为 w， 与 被 冲击 构件 接触 后 便 一 起 运动 ， 速 度 迅 速 降 
到 零 ; 与 此 同时 ,被 冲击 构件 受到 的 冲击 载荷 F 和 产生 的 冲击 变形 А, 都 达到 最 大 值 。 如 


图 12.7(b) 所 示 。 冲 击 前 后 冲击 物 减少 的 动能 为 т=з 由 于 水 平 冲击 ,冲击 前 后 位 能 
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无 变化 ， 故 减少 的 位 能 为 V 二 0。 同 时 ， 被 冲击 构件 受 冲 击 后 获得 的 应 变 能 为 了 .一 二 PiaAi。 
由 式 (12- 22)， 得 

ГЕ! 

= Fiba (12 - 23) 
将 式 (12- 18) 中 的 Al 改 为 冲击 变形 А). АЈ K= 由 于 冲击 后 ,被 冲击 构件 的 材料 仍 


服从 胡 克 定律 ， 故 F 与 А, 之 间 成 线性 关系 ， 即 
Е,--СА, (12-24 
式 中 ，C 为 被 冲击 构件 的 刚度 系数 。 若 将 重 物 Р 以 静 载 荷 方式 作用 于 冲击 点 处 ， 构 件 沿 冲击 方 


向 的 静 变 形 为 A,， 由 于 材料 服从 胡 克 定律 ,可 得 Р=СА,. 将 C= 也 代入 式 (12 - 24)， 可 得 


ДЕ 


қ-а, (12-25) 
ТА, v 
a= |22" = А. 2К,.А, 
' g 824 а 
к [кш (12-26) 
gås 


式 中 ，K 为 水 平 冲击 动 荷 因数 y ЖР ЛИЕ Р ТЕ ВИК FERA F 
冲击 构件 上 ， 构 件 冲 击 点 处 沿 冲击 方向 的 静 位 移 ， 贡 图 112. 7(c) 所 示 。 
求 得 了 动 荷 因数 .Ki 后 一 与 竖 向 冲击 的 情况 相似 ,可 求 得 冲击 应 力 оа 和 冲击 变形 A, 。 
无 论 是 竖 向 冲击 还 是 水 平 冲击 在 求 得 被 冲击 构件 中 的 最 大 动 应 力 mwx 后 ， 均 可 按 
下 述 强度 条 件 进 行 强度 计算 : 


代入 式 (12 -23)， 可 解 得 








其 中 


aumx<[a] (12-27) 

【例题 12. 8】 “АЛИ ІН ЕЕШІЯ 12. 7(a) 所 示 。 杆 在 距 下 端 为 h 的 A 点 处 受到 一 个 沿 
水 平方 向 做 等 速 直 线 运 动 的 物体 的 冲击 。 物体 的 速度 为 w， 重量 为 PP， 试 求 此 杆 危险 截面 
上 的 最 大 正 应 力 。 
解 : 根据 题 意 可 知 该 问题 是 水 平 冲击 问题 要求 其 最 大 冲击 正 应 力 ， 由 式 (12- 25)， 


先 求 冲击 载荷 F,， 即 
Fs=KP= ж Р 























查 表 6. 1 序号 1 得 


‚ ЗЕТ ЗЕТ P 
所 以 Ре ыр 


危险 面 在 固定 端 A 处 , 其 上 最 大 冲击 正 应 力 为 


Mi Fi 32h [ЗЕТ Р 320 |ЗЕІР 
а W ха gh’ ла? N gh 
































a 
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直接 运用 应 变 能 原理 求 位 移 具有 局 限 性 ， 但 用 它 可 以 推导 出 更 加 普遍 的 方法 ， 如 本 章 
重点 介绍 的 单位 载荷 法 。 

能 量 法 的 基础 是 应 变 能 的 计算 。 计 算 应 变 能 时 应 注意 两 点， 

(1) 应 变 能 是 内 力 的 二 次 函数 ， 故 求 应 变 能 时 不 能 使 用 关 加 原理 ， 但 是 不 同 变形 形式 
下 的 应 变 能 可 以 又 加 。 

(2) 应 变 能 只 取决 于 外 力 或 变形 的 最 终 值 ， 而 与 加 力 的 先后 次 序 无 关 。 

应 用 莫 尔 积分 求 位 移 时 ， 应 注意 以 下 几 点 ; - 

С 偶尔 积分 式 中 的 Б), Т”. M ЕНТ A СИИИ ЙҮ HEOR ОГЫ ИШ АЧ Л 
(或 单位 力 偶 ) 后 构成 单位 载荷 系统 时 所 产生 的 内 力 。 

(2) 莫 尔 积分 式 中 的 Fs ЕХ, ТАТ", МЯ М" > 标 必须 一 致 。 

ON же ТТТ ТРЕ ІІ 
的 角 位 移 时 加 单位 集中 力 偶 。 XN 

о REBRE нїн экан, 

在 冲击 动 裁 荷 问题 ， 用 能 量 法 计算 区 引 过 四 条 假设 ， 即 视 冲击 物 为 刚体 、 不 计 被 冲击 
物 的 质量 、 冲 击 过 程 中 无 能 量 损 Wo 
了 计算 过 程 ， 虽 带 有 近似 性 ， 但 能 танхи Ы ERA, 

а кыча ени, 







12.1 功能 原理 的 内 容 是 什么 ”何谓 能 量 法 ? 
122 “举例 说 明 物体 中 弹性 应 变 能 的 大 小 与 外 力 的 加 载 次 序 无 关 ， 只 与 载荷 的 终 值 


3 ”如 何 理解 应 变 能 不 能 琶 加 ? 

4 ”怎样 利用 单位 载荷 法 计算 梁 、 轴 、 桩 架 和 刚 架 的 位 移 ? 

12.5 动 荷 因数 与 哪些 因素 有 关 ? 如 何 计算 动 荷 系数 ? 

6 为 什么 刚度 愈 大 的 杆 件 愈 容易 被 冲 坏 ? 
7 为 什么 转动 飞轮 都 有 一 定 的 转速 限制 ? 如 果 转 速 过 高 ， 将 会 产生 什么 后 果 ? 
8 怎样 利用 能 量 法 求解 冲击 载荷 问题 ? 


12.1 如 图 所 示 梁 AB， 在 C、D 处 受 集中 力 F。c 和 Fn 的 作用 ， 试 按 以 下 三 种 加 载 情 
况 计 算 其 应 变 能 : 

(1) ЖЛЕ C 处 由 零 逐 渐 加 载 到 Fec， 然 后 再 在 D 处 由 零 逐 渐 加 载 到 Fo; 

(2) 先 在 Р 处 由 零 逐 渐 加 载 到 Fn， 然后 再 在 С 处 由 零 逐 渐 加 载 到 Fc; 









O 在 C、D 两 处 同时 从 零 开始 按 同 一 比例 逐渐 加 载 到 Fec 和 Fo 值 。 


Ес F 








Б їз -|a 好 | їз а 


习题 12. 1 图 
12.2 如 图 所 示 杆 件 应 变 能 的 计算 是 否 正确 ? 


Е м т, T, 
Е---7 pi 
к АҒУ УМ) VVATOAVAT) 
Т. ғ! 
% Е Р, 
VHATHHAF) VHF AF,) 
习题 12.2 图 


12.3 如 图 所 示 两 根 圆 截面 直 杆 ， 一 根 为 等 截面 杆 , 浪 二 根 为 变 截面 杆 ， 材 料 相同 ， 
尺寸 如 图 所 示 。 试 比较 两 根 杆 件 的 应 变 能 。 
12.4 计算 如 图 所 示 结 构 的 应 变 能 。 设 ЕЛ. ET 均 为 已 知 。 








(а) (b) 
习题 12.3 图 


12.5 计算 如 图 所 示 各 杆 的 应 变 能 。 





А © В 
Bpa 





习题 12.5 图 


== о, 
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12.6 圆 轴 受 扭 如 图 所 示 ， 其 材料 的 剪 切 弹性 模 量 为 G， 直 径 心 =1. 5d, ， 求 圆 轴 的 
ЛЕО 1,-1,-0.5/). 

12.7 ”用 单位 载荷 法 计算 如 图 所 示 梁 指定 截面 处 的 位 移 ， 设 梁 的 抗 弯 刚度 ET 为 常数 。 

(1) бл. yc; 

(2) бс, ус. 

12.8 求 变 截面 梁 В 截面 处 的 挠 度 和 C 截面 处 的 转角 ， 设 ЕТ. =2Е1,, WEAR. 

12.9 ”如 图 所 示 杭 架 中 各 杆 的 EA 均 相同 ， 试 求 也 点 的 垂直 位 移 及 水 平 位 移 。 


м, 4 
и 2 4 2 2 
Е-е-е Тае у. 
(а) 


м (b) 











习题 12.6 图 习题 \12.7 图 





习题 M2.8 图 习题 12.9 图 


12.10 求 如 图 所 示 刚 架 自由 端 A 截面 处 的 位 移 和 转角 。 设 材料 的 弹性 模 基 Е = 
210GPa， 截 面 惯性 矩 [一 4000cm' 。 

12.11 刚 架 受 力 如 图 所 示 ， 已 知 刚 架 各 杆 段 刚度 均 为 ЕТ. КА, В 两 端 截 面 的 相 
对 铅 垂 位 移 。 





10kN/m 





习题 12.10 图 习题 12. 11 图 


12.12 ”如 图 所 示 混 合 结构 中 ， 等 直 梁 АВ 的 弯曲 刚度 为 ET， 等 直 杆 DC 的 拉 压 刚度 为 
EA。 在 端 截面 В 处 承受 铅 垂 集中 力 下 作用 。 试 用 单位 载荷 法 计算 В 端 截面 的 铅 垂 位 移 。 

12.13 梁 受 自由 落下 的 重 物 P 的 冲击 ， 如 图 所 示 , 已 知 : P=50N, E=200GPa, iÑ 
求 其 最 大 弯曲 正 应 力 。 
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г: РГ 
30mm | 
30mm 
500mm 150mm] Т 
习题 12. 12 图 习题 12. 13 图 





12.14 钢 杆 下 端 有 一 圆 盘 ， 其 上 放置 一 弹簧 。 如 图 所 示 ， 弹 得 在 1kN 的 静 载 作用 下 
缩短 0.625mm。 钢 杆 直径 4 = 40mm， 许 用 应 力 [е] = 120МРа, Е = 200СРа. [= 
4000mm。 今 有 重量 为 15kN WEHA H 高 处 自由 下 落 ， 试 求 其 许可 高 度 Н. ЖА. 
则 许可 高 度 五 将 等 于 多 大 ? 

12.15 重 为 P 的 物体 以 速度 wv 水平 冲 击 在 构件 的 G 点 处 “如 图 所 示 。 已 知 构件 的 截 
面 惯 性 矩 为 T[， 材 料 的 弹性 模 量 为 已 。 试 求 构件 的 最 大 挠 度 - 




















习题 12. 14 图 习题 12. 15 图 
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第 13 = 
超 静 定 问 题 


教学 提示 : 未 知 力 的 个 数 多 于 独立 的 平衡 方程 的 数目 ， 仅 昌平 衡 方 程 无 法 确定 全 部 未 
知 力 的 问题 称 为 超 静 定 问题 或 静 不 定 问题 ， 相 应 的 结构 称 为 超 静 定 结构 或 静 不 定 结构 。 本 
章 将 研究 超 静 定 问题 的 基本 解法 ,重点 针对 基本 变形 , ,好 拉 ( 压 )、 捏 转 和 弯曲 超 静 定 问 
题 ， 并 简要 介绍 如 何 利 用 结构 的 对 称 性 来 简化 超 静 定 问 题 的 求解 过 程 。 

教学 要 求 : 掌握 求解 超 静 定 问题 的 基本 方法 “对 于 简单 的 正 对 称 或 反对 称 超 静 定 问 
题 ， 能 利用 对 称 性 简化 求解 。 


NI = 
аза 引 ол 

在 静 力学 问题 中 ， 若 未 知 力 (外 力 或 内 力 ) 的 个 数 等 于 独立 的 平衡 方程 数目 ， 则 仅 由 平 
衡 方 程 即 可 解 出 全 部 未 知 力 ， 这 类 问题 称 为 静 定 问题 ， 相 应 的 结构 称 为 静 定 结构 。 

若 未 知 力 的 个 数 多 于 独立 的 平衡 方程 的 数目 ， 则 仅 由 平衡 方程 无 法 确定 全 部 未 知 
力 ， 这 类 问题 称 为 超 静 定 问 题 或 静 不 定 问 题 ， 相 应 的 结构 则 称 为 超 静 定 结构 或 静 不 定 
结构 。 

所 有 超 静 定 结构 ， 都 是 在 静 定 结构 上 再 加 上 一 个 或 几 个 约束 ， 这些 约束 对 于 特定 的 工 
程 要 求 是 必要 的 , 但 对 于 保证 结构 平衡 和 几何 不 变性 却 是 多 余 的 ， 故 称 为 多 余 约 束 。 

未 知 力 个 数 与 平衡 方程 数 之 差 . 称 为 超 静 定 次 数 或 静 不 定 次 数 。 超 静 定 次 数 即 为 求解 
全 部 未 知 力 所 需 要 的 补充 方程 的 个 数 。 

由 于 多 余 约束 的 存在 ,使 问题 由 静 力学 可 解 变 为 静 力 学 不 可 解 ， 这 只 是 问题 的 一 个 方 
ПИ, 问题 的 另 一 方面 是 ， 由 于 多 余 约束 对 结构 位 移 或 变形 有 着 确定 的 限制 ， 而 位 移 或 变形 
又 是 与 力 相 联系 的 ， 因 而 多 余 约 束 又 为 求解 超 静 定 问题 提供 了 条 件 。 

根据 以 上 分 析 ， 求 解 超 静 定 问 题 ， 除 了 平衡 方程 外 ， 还 需要 根据 多 余 约束 对 位 移 或 变 
形 的 限制 ， 建 立 各 部 分 位 移 或 变形 之 间 的 几何 关系 ， 即 建立 几何 方程 ， 称 为 变形 协调 方 
程 ， 并 建立 力 与 位 移 或 变形 之 间 的 物理 关系 ， 即 物理 方程 ， 称 为 本 构 方程 。 将 这 二 者 联 立 
才能 找到 求解 超 静 定 问题 所 需 的 补充 方程 。 

可 见 ， 求 解 超 静 定 问 题 ， 需 要 综合 考察 结构 的 平衡 、 变 形 协调 与 物理 等 三 方面 ， 这 就 
是 求解 超 静 定 问题 的 基本 方法 。 
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13.2 拉 ( 压 ) 超 静 定 问 题 


这 类 超 静 定 结构 中 构件 只 承受 轴 力 
以 图 13.1(a) 所 示 术 架 为 例 , А, В, С, р 
四 处 均 为 铵 链 ， 故 1、2、3 三 杆 均 为 二 力 
杆 ， 设 杆 2 的 长 度 为 1， 杆 1、3 的 长 度 为 
п. БАЛ Fx, Ее. Ем. 由 
图 13. 1(b) 受 力图 可 知 A 点 的 平衡 方程 为 

ХЕ,-0. Fusina— Еқзіпа--0. ЛІ 
Еа-Ео 

ХЕ,-0. Еқ“-2Ғұсова-Е-0 @) 
有 三 个 力 是 未 知 的 ， 而 平衡 方程 只 有 两 个 ， иы 
故 为 一 次 超 静 定 结 

为 了 求 得 问题 的 解 ， 必须 寻求 静 力 平衡 方程 之 外 的 补充 方程 。 设 杆 1、3 的 抗 拉 ( 压 ) 
刚度 相同 ， 则 梅 架 变形 是 关于 杆 2 对 称 的 , 即 A 点 竖 直 地 移动 到 某 点 A,，Al 点 位 移 AA， 
也 就 是 杆 2 的 伸 长 Al; 。 为 了 保证 杆 1 变形 后 仍 与 杆 2 ХЕ АЖ. 以 B 点 为 圆心 ， 杆 1 
的 原 长 l/cosa 径 作 圆 弧 ， 圆 弧 以 外 的 线段 即 为 杆 1 的 伸 长 А. 。 由 于 变形 很 小 ， 可 用 
垂直 于 A1B 的 直线 A (КЕ ЕВА. 并 且 仍 然 认 为 LAAiB 一 ac， 则 

Al, = Ай; соза 

这 是 杆 1、2、3 受 力 变 形 后 必须 满足 的 变形 关系 、 ӘЛІН ЖЕНЕР — да. НІН 
将 发 生 破 坏 。 由 于 士 述 关系 是 从 变形 协调 角度 考虑 结构 须 满足 的 条 件 ， 所 以 通常 称 上 式 为 
变形 协调 条 件 ( 方 程 )” 它 是 求解 静 不 定 问 题 至 关 重 要 的 方程 之 一 。 

上 面 得 出 的 静 力 平衡 方程 是 各 杆 受 力 应 满足 的 静 力 平衡 关系 ， 变 形 协 调 方程 是 各 杆 变 
形 应 满足 的 关系 ， 很 自然 地 想到 令 两 者 联系 在 一 起 的 胡 克 定律 ， 又 称 物理 方程 ， 即 
Емі Ful _ Емш! 

Е.А, EAicosa’” ° Е,А, 

Ж. ЕА, 为 杆 1、3 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 ; Е.А, HEF 2 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 ， 

将 物理 方程 代入 变形 协调 方程 有 











Al, 





Al 























Ful Еш, 
EiAicosa EA 
即 为 静 力 平衡 方程 之 外 的 补充 方程 ,将 其 与 静 力 平衡 方程 联 立 即 可 解 得 
Fcos’a F 
Ем = Еа , Fia 
eosa tE E 1+2 Біл, сока 


如 需 进 一 步 求 解 各 杆 的 应 力 、 变 形 ， 进行 强度 计算 等 ， 则 与 静 定 问题 的 求解 方法 是 一 
样 的 。 
从 以 上 例子 可 以 看 出 ， 超 静 定 问 题 的 求解 要 综合 考虑 静 力 平 衡 条 件 、 变 形 协 调 关 系 以 
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及 物理 方程 等 三 个 方面 ， 这 是 与 静 定 问题 求解 的 不 同 之 处 。 
【例题 13. 1】 匀 接 结构 如 图 示 ， 在 水 平 刚性 横梁 的 В 端 作用 有 载荷 下 上， 垂直 杆 1、2 的 长 
度 均 为 工 ， 抗 拉 压 刚 度 分 别 为 Е.А). EA FRR AB 的 自重 不 计 ， 求 两 杆 中 的 内 力 。 








(а) (b) 


例题 13. 1 图 
解 : 横梁 АВ 受到 载荷 下 和 杆 1、2 的 共同 作用 ， 有 三 个 未 知 力 FN 、FN 及 A 点 的 支 
反 力 ， 但 仅 能 列 出 两 个 静 力 平衡 方程 ， 故 为 一 次 超 静 定 问题 ， 
(1) 静 力 平衡 条 件 。 根 据 平衡 条 件 沁 M4 =0, 可 得 











Ғаза- Еу *2a™B 2a =0 (a) 
(2) 变形 协调 关系 。 因 АВ 为 刚性 横梁 -| 获 应 满足 等 式 : 
AL SAL: 
即 2 Рен ізі. а» 
将 式 (a) 与 式 (b) 联 立 求解 ， 可 得 
2Е 4F 








РМА ЕА," te 74TE A EA 


温度 应 力 问 题 就 属于 超 静 定 问题 。 温 度 的 变化 能 够 引起 结构 物 或 其 部 分 构件 的 膨胀 或 
收缩 ， 静 定 结构 可 以 自由 变形 ， 因 此 当 温 度 在 整个 结构 上 均匀 变化 时 ， 不 会 在 杆 件 内 部 产 
生 应 力 , 但 在 超 静 定 结构 中 ， 由 于 存在 














“多 余 约束 "， 结 构 的 变形 受到 限制 ， 温 度 
f 变化 将 会 引起 杆 件 内 的 应 力 ， 这 种 应 力 称 
所 = ~t j 为 温度 应 力 。 在 这 类 问题 中 ， 杆 件 的 变形 
РА 包括 由 温度 引起 的 变形 和 由 应 力 引起 的 变 

м, 形 两 部 分 。 
ed 【例题 13.2] 图 中 AB 为 一 装 在 两 个 刚性 
Я ү 支承 间 的 杆 件 。 设 杆 AB KHL. ЖИЙ ЕЙ 


积 为 A， 材 料 的 弹性 模 量 为 已 ， 线 膨胀 系 
数 为 a。 试 求 温度 升 高 AT 时 杆 件 内 的 温 
度 应 力 。 

解 : 车 无 B 端 约束 ， 则 温度 升 高 АТ 
后 . EHK Ar. 但 因 刚性 支承 的 阻挡 ， 
使 杆 不 能 伸 长 ， 这 就 相当 于 在 杆 的 两 端 施 
例题 13. 2 图 加 了 轴 向 载荷 ， 设 其 分 别 为 Қ.Е. ZE 
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ӘЛЖЕЙШУХЕ,-0. Я 





Е,-Е,=0 (а) 
显然 杆 件 轴 力 Fs 一 F 一 F,， 属 于 一 次 超 静 定 问题 。 考 虑 变形 协调 关系 ， 有 
Al=Alr—Aly=0 (b) 





ЖӨН. АҺ 为 温度 升 高 引起 的 变形 ; АҚ 为 轴 向 载荷 引起 的 弹性 变形 。 
物理 方面 ， 由 线 脱 胀 定律 有 


Мт=вАТ1 
由 胡 克 定律 有 
Ем 
Му= рд 
联 立 求解 得 到 由 于 温度 升 高 AT， 引 起 的 轴 力 为 
Еу-аЕААТ 
温度 应 力 为 


а-Е,/А-аЕАТ 
由 于 事先 假定 了 温度 引起 的 轴 力 为 压力 ， 故 此 应 力 的 正 号 说 明 此 温度 应 力 为 压 应 力 。 

若 设 杆 的 材料 是 钢 ，a=12.5X10-“/C， 尼 =200GPav 当 温 度 升 高 AT=40C 时 ， 则 杆 内 
АЛЕ ЛУ М с0-аЕАТ-12.5Х107%Х200Х10%Х40-100МРа, УН. 

装配 应 力 问题 也 属于 超 静 定 问题 。 杆 件 在 加 工 制造 过 程 中 ， 尺 寸 上 的 一 些微 小 误差 是 
难以 避免 的 。 对 静 定 结构 ,在 安装 时 ,加 工 误差 只 不 过 是 造成 结构 几何 形状 的 轻微 变化 ， 
不 会 引起 杆 件 内 力 。 但 对 于 超 静 定 结构 ， 安 装 时 加 工 误差 却 往 往 要 引起 内 力 ， 这 与 上 述 温 
度 应 力 的 发 生 是 非常 相似 的 > 相应 的 应 力 就 称 为 装配 应 力 。 求 解 过 程 也 与 前 述 类似 ， 下 面 
用 例题 加 以 说 明 。 

【例题 13.3】 刚性 横梁 AB 悬挂 于 3 根 
FIFE. ВЕ а. 1 号 杆 由 黄 铜 制 








Ға Ға Fy 
Ж. 面积 А, A., E, = 100GPa。2、 А è ; 
3 号 杆 均 由 碳 钢 制 成 ， 面 积分 别 为 A= 7 
lem’, А, = 3cm’, Е, = Е, = 200СРа, 
(0) 


若 加 工时 杆 3 短 了 2—0. 08cm， 试 计算 
安装 后 1、2、3 杆 的 内 力 。 例题 13.3 图 
B: (1) 静 力 平衡 条 件 。 设 装配 后 1、2 号 杆 的 轴 力 为 压力 ，3 号 杆 的 轴 力 为 拉力 。 取 
刚性 杆 АВ 作为 研究 对 象 ， 由 平衡 方程 对 F, 0 得 

Fyi + Fx: = Е 





H XM, =0 48 
Fy; =2Fx: 
平面 平行 力 系 的 独立 平衡 方程 具有 2 个 , 却 有 3 个 未 知 内 力 ， 故 为 一 次 超 静 定 问题 。 
(2) 变形 几何 关系 。 设 装配 后 刚性 杆 АВ 移 至 图 (a) 中 虚线 位 置 ， 由 几何 关系 可 得 变形 
协调 方程 为 





вм, аа 
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(3) 物理 条 件 。 由 于 假设 1、2 杆 的 轴 力 为 压力 ，3 杆 的 轴 力 为 拉力 ; 1、2 杆 的 变形 为 
缩短 ，3 杆 的 变形 为 伸 长 .于 是 


ШТ Ful Бей 
“БАР ааа С? EA 








Al, 


将 此 关系 式 代 入 变形 几何 关系 式 ， 可 得 
_ Ful , Ful ,2Ғай 











В EA: EA Е.А, 
与 平衡 方程 联 立 求解 ， 得 
26 6k 
Еч-Еу 1 1 7 一 9. 6kN 
Е,А, Е.А, Е;А 
Ез =19. 2kN 


IIFAR. UER Ж @ г EE пу WA E е ЖЕ Б 71 A ЕД Ж {ЕХ ЖЫШ S FH 
Ж. ЖИРЕНЕ В ОНИ ЛЕЙН. [13.2 所 示 一 根 实 心 阶梯 圆 轴 AB， 其 两 端 固定 ，C 截 
面 作 用 外 力 偶 矩 M.， 设 该 轴 两 端的 支 反 力 偶 矩 分 别 为 Ma- 和 -Ms， 但 圆 轴 的 有 效 平衡 方程 
仅 有 一 个 ， 显 然 ， 仅 由 静 力 平衡 方程 不 能 确定 上 述 支 肥力 偶 矩 。 因 此 ， 把 这 种 仅 根据 平衡 
条 件 不 能 确定 全 部 未 知 方 偶 和 矩 的 轴 ， 称 为 超 静 定 轴 或 静 不 定 轴 。 与 拉 伸 ( 压 缩 ) 超 静 定 问题 
相似 ， 要 分 析 扭 转 超 静 定 问 题 ， 除 了 利用 静 力 平衡 方程 之 外 ， 还 需要 对 变形 进行 研究 来 建 
立足 够 的 补充 方程 式 。 

现 以 图 13.2 所 示 问 题 为 例 ， 说 明确 定 两 端 处 的 支 反 力 偶 矩 ， 以 及 M. 作用 截面 处 的 扭 
转角 ес 的 方法 。 















м, м, 
-- 
| 一 二 全 
а В 
(а) Фф) 
图 13.2 


本 题 中 AB 轴 有 两 个 未 知 支 反 力 偶 矩 Ms 和 Ms， 但 仅 有 一 个 静 力 平衡 方程 ， 故 为 一 
次 超 静 定 问 题 。 以 下 从 静 力 平衡 条 件 、 变 形 几何 关系 及 物理 关系 三 个 方面 来 求 得 该 问题 的 
解答 。 
СТ) 静 力 平衡 条 件 。 根 据 平衡 条 件 沁 M, =0. 19 
Ma+Ms—M.=0 (a) 
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(2) 变形 几何 关系 。 设 轴 右 端的 约 东 为 多 余 约束 ， 解 除 多 余 约 束 В. MEE JE 
Ms 代替 。 这 时 卫 端 的 总 转角 pa У М, 和 Mas 所 产生 的 转角 之 和 ， 由 于 В 端 为 固定 端 ， 其 
转角 ps 必须 等 于 零 ， 即 其 变形 协调 方程 为 
фь = фас + фев =0 b) 
(3) 物理 关系 。 分 别 求 出 AC 与 CB 段 的 扭矩 为 
Tac = М, М 
Te 一 一 Me 




















代入 圆 轴 扭转 时 变形 计算 公式 ， 得 
__Тлса _ M.a Msa 














Ye ш 
Т 
Фев = гетри (d) 


将 式 (c)、 式 (d) 式 代入 式 (b)， 得 补充 方程 为 
Ма Ма М» _ (е) 
Сс Сім Glg 
由 补充 方程 (e) ， 解 出 多 余 支 反 力 偶 矩 М, 为 
ФМ. Te 








Мь= леу 518 
代入 平衡 方程 式 (a) ， 解 出 为 М, 为 
61 
M, =M; a 
М, 所 作用 截面 处 的 扭转 角 -gc ， 可 根据 轴 的 左边 或 右边 部 分 求 出 如 下 : 


Мла - Msb M.ab 
Ж GIx Сіс Саев FBI) 








О 13,4 弯曲 超 静 定 问题 


与 前 面 介绍 的 拉 ( 压 ) 杆 件 及 扭转 轴 类 似 ， 仅 根据 静 力 平衡 方程 就 能 够 确定 全 部 支 座 反 
力 及 任意 截面 的 内 力 的 梁 就 称 为 静 定 梁 ， 在 第 四 章 中 提 及 的 悬臂 梁 、 简 支 梁 等 即 属 此 类 。 
如 果 仅 根据 静 力 平衡 方程 不 能 解 出 梁 的 所 有 支 座 反 力 及 内 力 ， 那么 这 样 的 梁 就 称 为 超 静 定 
梁 或 静 不 定 梁 。 要 求解 这 类 问题 ， 还 必须 引入 其 他 条 件 ， 这 个 条 件 就 是 梁 的 变形 协调 条 
件 。 下面 举例 说 明 此 类 问题 的 解法 。 
【例题 13.4】 求 图 中 (a) 所 示 超 静 定 梁 的 支 座 反 力 。 

解 : 设想 将 图 中 超 静 定 梁 В 支 座 的 多 余 约 东 解除 ， 代 之 以 相应 的 约 东 反 力 Fs,， 如 
图 (b) 所 示 。 则 超 静 定 梁 就 成 为 均 布 载 





а 4 

її а 和 多 余 约束 反 力 Fi 共同 作用 下 的 в “A П 

静 定 悬 臂 粱 ， 这 个 静 定 粱 称 为 原 超 静 Р а С л "үр 
定 梁 的 静 定 基 。 由 于 静 定 基 的 变形 必 Fy Fo 





须 与 原 静 定 梁 相 同 ， 则 静 定 基 B 点 的 ы ш 


挠 度 为 零 ， 即 例题 13.4 图 
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za 一 tu 十 zu 一 0 (а) 
式 中 ，r 为 均 布 载荷 gq 在 B AEWRE; w 为 B 点 的 约束 反 力 Fe EB му 93 
度 。 式 (a) 称 为 静 定 基 的 变形 协调 条 件 。 
将 均 布 载荷 g 和 约束 反 力 Fs 在 B НУРЕ ҚАЗ). 有 











чї Fa 
ВЕТ 3ET 一 0 Ф) 
由 式 (b) 可 解 出 Fn, =— 训 ql 

















Жш Fw 后， 利用 平衡 条 件 可 以 求 得 固定 端的 支 座 反 力 为 


22-5 1% 
у=. M= aat 


р 4 必须 指出 ， 所 谓 多 余 约束 是 对 平衡 而 言 ， 对 同一 超 静 定 问 
А в E. 多余 约 束 的 选取 不 是 唯 羡 的 ， 本 例 中 也 可 以 将 固定 端 A 处 
1 п ЕТЕ Е MRAR, EADAR 


的 是 支 反 力矩 Ma ,此 时 的 静 定 基 为 一 简 支 染 ， 如 图 13. 3(b) 
所 示 。 相 应 的 变形 协调 条 件 为 : MA Жа 共同 作用 下 静 定 基 A 


(а) 
“( 1 截面 的 转角 :为 零 。 
7 PO 像 上 面 利用 变形 协调 条 件 求解 超 静 定 梁 的 方法 也 称 为 弯 
А 2 
(b) 


形 比 较 法 。 
此 外 ， 还 可 以 利用 能 量 法 来 求解 超 静 定 问题 。 以 下 例题 
Шіз.3 说 明 如 何 用 单位 载荷 法 来 计算 超 静 定 结构 的 位 移 。 


【例题 13. 51 如 图 示 结 构 ， 已 知 ET、EA、j5、 全 站 [一 4， 用 能 量 法 求 甩 点 的 牌 直 位 移 。 





例题 13.5 图 


解 : 此 问题 为 一 次 静 不 定 ， 解 除 B 处 约束 代 之 以 沿 BC 杆 方向 作用 的 约束 反 力 Ға» 
则 得 如 图 所 示 的 两 个 静 定 结构 。 
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BC 杆 在 Frs 作 用 下 ，B 点 的 垂直 位 移 为 


Frpa 
= EA 01) 


Ж АВ 在 外 载荷 g 及 Frs 作 用 下 ,在 В 点 的 垂直 位 移 可 用 单位 载荷 法 求 得 。 
АВ 梁 在 外 载荷 4 及 Fks 作 用 下 的 弯 矩 方程 为 








Ав 








моо 89 adya (0а) 
Еа (2а— zx) (а<х<2а) 
{E В ЖЛІЗЕН ЭЛ i ЙРТ {у Ж НГЕ 9| ЖЕП ЭРЭН 29 
М'(х)=х—2а 


故 AB 梁 也 点 的 垂直 位 移 为 
Frs (2a— x) = фака" 








‚ _ (МОм, _ б < 
Аз ji ЕТ ах ЕТ (х — 2а)йх + (2) 
“Еа(а- х) 2-8 ша” | 7да! 
EI ==» ЗЕГ 2181 
显然 ， 变 形 协调 条 件 为 
Ав==Ав 


由 式 (1) 、(2) 可 得 
Ева > 8Екһа* | Tqa* 








EA ЗЕТ 24ЕІ 
故 也 点 垂直 位 移 为 
7да? 

ав ФҘЕА 

方向 向 下 。 
【例题 13. 本 -用 单位 载荷 法 求解 图 示 结 构 中 C 点 РИК; 

的 位 移 。1、a、5、 弹 得 刚度 及 、 梁 的 刚度 EI、 集 中 载 4% В 
荷 下 均 为 已 知 。 с 


Ж. (1) 求 也 点 的 弹簧 约束 反 力 Frer WER. 
БНАЖ ЕЕ Ы. ХЕ F ЯЙ Ж 7] Frs 作 用 
下 ，BC 段 和 CA 段 的 弯 和 矩 分 别 为 % 
M; (1) = Ек й 
М, (22) = Екб ББ) Ез (а) ” 


1 А 
F 
9 х ху |, 
KTR BAME. 在 B 点 施加 单位 力 。 此 时 BC 段 和 7 
СА БЕШ ЛУГУ ; 1 

М (а) = 1 | 

Mi (zz) 一 zz 十 0 t 
在 压力 Frs 作 用 下 .弹簧 上 端的 位 移 为 一 Fks/k。 这 也 是 例题 13.6 图 
梁 右 端的 位 移 。 利 用 单位 载荷 法 可 知 ，B 点 的 垂直 位 移 为 
Fre 


As = ЛЕ. zdz +Í [Fu (бе 0) Ее] + bdr} = 78 
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求解 上 式 可 得 
Е, а? (31—а)Е 
T Е 
2r +8 
(2) 求 C 点 的 位 移 。 将 下 和 Frs 看 作 外 力 ， ЖІП ЕНУ ЯН Ж Са) ҰН. ТЕС 点 作 
用 向 下 的 单位 力 ， 它 产生 弯 矩 为 





Mi (21) =0 
М) = 1: 
根据 单位 载荷 法 ，C 点 位 移 为 (向 下 为 正 ) 
Ас = | Fee HD) — Fr] ade) = EGITO + 


= aala E 
512 
13.5 对 称 性 的 应 用 


工程 中 有 许多 结构 或 构件 具有 对 称 性 ， 有些 载荷 也 具有 对 称 性 。 利 用 这 一 性 质 ， 可 以 
使 计算 得 到 很 大 程度 的 简化 。 

对 于 平面 结构 来 说 ， 如 果 结 构 的 几何 形状 、 支 承 条 件 和 杆 件 的 刚度 均 对 称 于 某 一 轴 
线 ， 则 称 此 轴线 为 对 称 轴 ， 称 该 结构 为 对 称 结构 。 若 将 结构 沿 对 称 轴 对 折 ， 两 侧 部 分 的 结 
构 将 完全 重合 ， 如 图 了 3. 4(a) 所 示 。 

如 果 平 面 结构 沿 对 称 轴 对 折 后 ， 其 载荷 的 作用 位 置 、 大 小 和 方向 均 完全 重合 ， 则 称 此 
种 载荷 为 对 称 载荷 图 13. 4(b) 中 所 示 即 为 对 称 结构 承 受 对 称 载荷 的 情况 。 如 果 结 构 对 折 
后 ,载荷 的 作用 位 置 及 大 小 相同 ， 但 方向 或 转向 相反 ， 则 称 反 对 称 载荷 ， 图 13. 4(c) 所 示 
即 为 对 称 结构 承受 反对 称 载荷 的 情况 。 





图 13.4 


结构 对 称 ， 载 荷 也 对 称 ， 其 内 力 和 变形 必然 也 对 称 于 对 称 轴 ; 结构 对 称 ， 载荷 反对 
称 ， 其 内 力 和 变形 必然 反对 称 于 对 称 轴 。 要 注意 的 是 ， 这 里 指 的 是 内 力 ， 而 非 内 力图 。 
正确 利用 对 称 、 反 对 称 性 质 ， 可 以 推 知 某 些 未 知 量 ， 大 大 简化 计算 过 程 。 如 图 13.5 
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所 示 ， 对 称 刚 架 (a) 在 受到 (b) 中 载荷 作用 后 ， 
架 受 到 (c)j 





e Жо 


对 称 轴 所 在 截面 的 内 力 如 图 (b) 所 示 。 当 刚 
对 称 载荷 作用 时 ， 刚 架 产 生 对 称 变形 .可知 在 该 截面 上 剪 力 消失 ;， 当 刚 架 受 


到 (d) 中 反对 称 载荷 作用 时 ， 刚 架 产 生 反对 称 变形 ， 此 时 该 截面 上 只 存在 剪 力 。 


ся 
А 





(с) 


йй 13.7] 如 图 Ca) 所 示 受 均 布 载荷 
目的 两 端 固定 梁 ” 求 该 梁 的 支 座 反 力 


和 该 梁 的 挠 巾 线 方程 ， 并 作 剪 力图 和 弯 
HEL 


Ж. 考虑 梁 和 载荷 的 对 称 性 ， 易 知 





Ба) 


E 反 力 为 
FA =Fs, = 二 ql M=M: (а) 





未 知 反 力 只 有 固定 端的 力矩 MA 。 根 据 


























式 (a)， 梁 的 挠 曲线 微分 方程 为 
ЕТу"=4 а» 
对 其 进行 四 次 积分 有 
下 TI 一 qz 十 Ci (с) 
ЕІ у= +Сх+С, Ф 


1 


Еу =? iene Се) 


6 2 


(4) 





例题 13.7 图 


231| 


\ 材料 力学 seeeess==c 
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E 1 Па" 

Ely 919 Ст + 
Ca +С +С, D 
积分 常数 可 以 通过 固定 端的 边界 条 件 求 出 ， 即 











›| -0, 48 С,=0 

УД -0, 8 С,-0 

, іш с ql „91 
y| -ону| -о. 86-9, с,=% 





ЖС. С, 值 代入 式 (c) 和 式 (d) 可 得 
1 


Fs(z)=—gzrt+zal (g) 


Мо) = Gat le БР) а» 


ЖК Cg) Ж Ch) E паў Н 99 Л РА ЖОНЕ. ШЕ), RCON, ШІ 
му=М(о›=—үучё 
ЖС. CG RARD. 可 得 梁 的 挠 曲线 方程 为 
一 .gz (уу? 
УЗ ЕЕ} 


此 题 也 可 以 用 变形 比较 法 、 或 能 量 法 求 出 固定 端的 支 反 力矩 ， 再 由 积分 法 或 琶 加 法 求 
找 曲 线 ， 请 读者 自己 完 


Ea 小 结 


相对 于 静 定 结构 ， 超 静 定 结构 有 多 余 约束 ,或 多 余 约束 力 。 因 而 ， 仅 由 平衡 方程 无 法 
确定 全 部 未 知 力 ， 需 要 增加 补充 方程 。 补 充 方程 的 个 数 等 于 多 余 约束 数 、 或 多 余 约束 力 
数 、 或 超 静 定 次 数 。 补 充 方程 是 通过 将 物理 方程 代入 变形 协调 方程 而 获得 的 。 

超 静 定 问 题 的 基本 求解 方法 和 步骤 如 下 : 

O) 确定 静 不 定 次 数 ， 取 基本 静 定 系统 ; 

(2) 列 出 有 用 的 静 力 平衡 方程 ; 

(3) 列 出 变形 协调 条 件 ， 其 数目 应 与 静 不 定 次 数 相等 ; 

(4) 列 出 物理 方程 ; 

(5) 联 立 求解 以 上 方程 ， 得 到 全 部 未 知 量 。 

对 于 具有 对 称 性 的 超 静 定 问题 ， 合 理 有 效 地 利用 对 称 性 ， 可 以 大 大 简化 求解 过 程 。 

需要 注意 ， 对 于 静 定 结构 ， 除 载荷 外 ， 其 他 因素 ， 如 温度 变化 、 杆 件 制造 误差 、 支 座 
位 移 等 ， 均 不 会 引起 内 力 ， 但 对 于 超 静 定 结构 则 会 引起 内 力 ， 这 种 内 力 的 求 取 依 然 可 以 采 
超 静 定 问 题 的 基本 求解 方法 。 
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思 ж а 


13.1 试 判断 如 图 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 。 





(е) 
思考 题 13.1 图 


13.2 超 静 定 问 题 中 “多 余 约 束 ”的 含义 是 什么 ?下 列表 述 中 哪 一 个 是 正确 的 ? 
СА) 对 于 提高 结构 的 强度 是 多 余 的 约束 
(B) 对 于 提高 结构 的 刚度 是 多 余 的 约束 








(C) 对 于 维持 结构 的 平衡 和 提高 结构 的 强度 与 刚度 均 为 多 余 的 约束 
D) 对 于 维持 结构 的 平衡 和 几何 不 变 是 多 余 的 约束 ,但 对 于 满足 结构 的 强度 和 刚度 要 





求 而 言 ， 却 又 是 必须 的 约束 
13.3 WARI, 2 两 杆 的 材料 和 长 度 均 相同 ， 横 截面 面积 А, 二 A,。 若 两 杆 温度 同 
时 下 降 At， 则 两 杆 的 轴 力 哪 一 个 较 大 ? 应 力 关系 又 是 怎样 的 ? 


б i Р 2 
和 
2 2 

思考 题 13.3 图 


13.4 总 结 利用 变形 比较 法 解 超 静 定 梁 的 步骤 。 
13.5 两 端 固定 的 等 截面 直 秆 ， 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 为 EA， 受 载 如 图 所 示 。 





(1) 对 于 对 称 结构 ， 在 对 称 受 力 时 ， 轴 
力 和 变形 是 否 对 称 ? 
(2) 杆 件 的 变形 协调 条 件 是 什么 ? 
(3) 求 出 两 端的 支 反 力 ; ~ = - 
(4) 绘 出 杆 件 的 轴 力 图 。 思考 题 13.5 图 





13.1 如 图 所 示 有 两 个 空心 圆 简 和 一 个 空心 圆柱 套 在 一 起 ， 上 、 下 端 各 有 一 刚性 板 与 
之 相连 ， 圆 简 与 圆柱 材料 的 弹性 模 量 分 别 为 E,、E:;， 两 个 圆 简 与 圆柱 共同 受 轴 向 载荷 下 
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作用 。 两 个 圆 简 和 圆柱 产生 相同 的 变形 ， 试 求 空心 圆 简 和 空心 圆柱 横 截 面 上 的 应 力 。 

1.2 两 端 固定 的 等 直 杆 如 图 所 示 。 设 两 段 杆 的 线 膨胀 系数 分 别 为 wm = 12.5 X 
1075/С, а,-16.5Х107//С, ФЕН Е, = 200СРа, Е, = 二 200GPa。 当 温度 升 高 50°C 
时 ， 求 各 杆 横 截 面 上 的 应 力 。 
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习题 13. 1 图 习题 13.2 图 


13.3 如 图 所 示 刚 性 梁 АВ 水 平地 挂 在 两 根 圆 钢 杆 上 ， 已 知 钢 的 弹性 模 量 E= 2 X 
10"kg/em: ， 钢 杆 直径 分 别 为 心地 20mmy ds 二 25mm, 今 在 刚性 梁 AB 上 作用 一 横向 力 下 ， 
问 下 作用 在 何 处 才能 使 刚性 梁 水 平 下 降 ? 

13.4 ”如 图 所 示 有 一 钢 制 螺钉 、 截面 面积 为 A,， 外 套 一 铜 套 ,其 截面 面积 为 A.， 长 
度 为 !:， 螺 钉 丝 距 为 A， 现 将 螺 帽 紧 半 扣 ( 即 将 螺 帽 旋转 1480%)。 求 铜 套 所 受 压力 。 已 知 钢 
及 铀 的 弹性 模 量 分 别 为 E, 和 EE 


钢 螺钉 ME 


ESSSASSSSSSSSSSSSSSSSS 





习题 13.3 图 习题 13.4 图 


13.5 如 图 所 示 刚 性 梁 АВ 受 均 布 载荷 作用 ， 梁 在 A mE. EB AM C 点 由 两 根 
钢 杆 BD 和 CE 支承 。 已 知 钢 杆 的 横 截面 面积 Am 一 200mm: 、Ac 一 400mm: ， 其 许 用 应 力 
[oJ 二 170MPa， 试 校 核 钢 杆 的 强度 。 
13.6 ”阶梯 形 圆 轴 如 图 所 示 ,A、B 两 端面 均 固 定 ，AC CB КГ. ACR 
ЖЖ К. СВ 段 半 径 为 2R， ВЕ А 端 为 x 的 截面 处 作用 转 矩 М,. 材料 的 剪 切 弹性 模 量 为 
С. ЖА, Вт Ж. KEA, Вт ЈАНА. < 应 为 何 值 ? 

13.7 如 图 所 示 梁 ，A Д БЕ ЖЕ. В, САЖ ШЕ, Ж ЕДЕЛІЛ ІНІН 
荷载 。 已 知 均 布 载荷 集 度 а=15М/т. 1 二 4m， 梁 圆 截面 直径 = 100 пт. [0] =100МРа, 
试 校 核 该 梁 的 强度 。 













































































习题 13. 5 图 习题 13.6 图 


13.8 ”结构 如 图 所 示 ，, B AB 和 CD 的 弯曲 刚度 EI. 相同。 拉杆 BC 的 拉 压 刚度 ЕА 
为 已 知 ， 求 拉杆 BC 的 轴 力 。 





4 
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习题 13.7 图 习题 13.8 图 


13.9 ”如 图 所 示 简 支 梁 中 点 用 弹簧 支承 ,同时 中 点 G 处 作用 集中 力 下 ， 已 知 梁 的 抗 弯 
刚度 EI MKE, MRE К. ЖОЙ КУШ б, 
13.10 WEARERS. ENERE EL 





习题 13.9 图 习题 13. 10 图 


13.11 ШЕМЕН ЕЙІН НІ РЕ B， 此 支 座 安 血 的 比 正常 位 置 低 3。 当 载荷 足 
够 大 时 ， 则 自由 端 将 支 于 支 座 上 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 EI， 试用 单位 载荷 法 求 В 支 座 的 
约束 力 Frs。 

13.12 用 能 量 法 求 如 图 所 示 超 静 定 结构 的 所 有 支 反 力 ， 杆 的 EI 为 已 知 (弹簧 刚度 
К--ЗЕ1/ІЗ), 
































/2 In 





习题 13. 11 图 习题 13. 12 图 
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交 变 应 力 与 疲劳 强度 


教学 提示 : 以 前 讨论 的 都 是 静 强度 问题 ， 是 针对 应 力 单调 变化 的 一 个 加 载 过 程 。 但 
是 ， 在 工程 实际 中 ， 大 量 的 构件 承受 的 应 力 是 随时 间 交 替 变化 的 必 即 所 谓 的 交 变 应 力 。 交 
变 应 力 对 材料 造成 的 破坏 与 静 强 度 破坏 有 本 质 的 区 别 ， 被 称 为 疲劳 破坏 。 在 机 械 工 程 中 ， 
大 部 分 零 部 件 的 主要 失效 形式 是 疲劳 破坏 ， 疲 劳 强度 他 析 在 工程 设计 中 占有 重要 地 位 。 本 
章 主 要 介绍 : 交 变 应 力 的 特征 参量 ; 疲劳 破坏 的 特征 及 原因 ; 材料 的 S-N 曲线 ; 疲劳 极 
限 及 其 影响 因素 ; 对 称 循环 下 的 疲劳 强度 条 件 。 

教学 要 求 : 了 解 交 变 应 力 的 定义 及 类 型 ; 熟 秋 周期 交 变 应 力 的 重要 特征 参量 ， 了 解 疲 劳 
破坏 的 特征 和 原因 ， 理 解 疲劳 极限 的 含义 及 其 影响 因素 以 及 对 称 循环 下 的 疲劳 强度 条 件 。 


141 交 变 应 力 的 概念 


若 构件 一 点 处 的 应 力 是 随时 间作 循环 变化 的 ， 则 称 此 应 力 为 交 变 应 力 。 交 变 应 力 随时 
间 而 变化 的 过 程 ， 称 为 应 力 -时 间 历 程 (或 称 为 应 力 谱 ) 。 

构件 上 产生 交 变 应 力 的 原因 大 都 是 因为 所 受 的 载荷 是 交 变 的 ( 即 随时 间作 循环 变化 
的 )。 例 如 ,齿轮 齿 根 处 的 应 力 。 如 图 14. 1(a) 所 示 ， 每 个 轮 齿 可 简化 为 一 个 悬臂 梁 。 在 轮 
齿 从 开始 吵 合 到 完全 脱离 的 过 程 中 ， 齿 根 处 的 应 力 从 零 增 大 到 某 一 最 大 值 再 返回 到 零 ， 齿 
轮 每 转动 一 周 ， 这 个 过 程 重 现 一 遍 。 应 力 -时 间 历 程 如 图 14. 1(b) 所 示 。 


с 





(а) (b) 
A 14.1 
不 过 ， 当 载荷 保持 不 变 而 构件 旋转 ， 也 可 能 产生 交 变 应 力 。 例 如 ， 列 车 轮轴 表面 上 任 
一 点 的 弯曲 正 应 力 。 尽 管 车 轴承 受 的 载荷 基本 保持 不 变 ， 即 弯 矩 图 基本 保持 不 变 ， 如 


senen ZADI 2141” 


图 14. 20а), 、(c) 所 示 ， 但 当 轮 轴 ( 车 轮 与 车 轴 装 配 成 一 体 ) 转 动 时 ， 轮 轴 上 一 点 A 至 中 性 
轴 的 距离 y= 二 rsinwt 却 是 随时 间 变 化 的 ， 如 图 14. 2(b) 所 示 ， 其 弯曲 正 应 力 : 


_Mr. 
osinwt 


I 
是 随时 间 4 按 正弦 周期 函数 变化 ， 应 力 - 时 间 历 程 如 图 14. 2(d) 所 示 。 





(с) (4) 
8142 


根据 数学 处 理 方法 ， 可 对 应 为 -时间 历 程 分 为 周期 性 应 力 -时 间 历 程 (应 力 是 时 间 的 周 
期 函数 ) 和 随机 性 应 力 -时间 历 程 两 大 类 。 

在 周期 性 应 力 -时 间 睫 程 中 ， 若 每 个 周期 中 应 力 从 最 大 变 到 最 小 值 的 范围 都 是 恒定 的 ， 
称 恒 幅 交 变 应 力 ， 如 图 14.1(b)、 图 14.2(d) ;否则 ， 称 为 变 幅 交 变 应 力 。 便 幅 交 变 应 力 
是 最 常见 、 最 基本 的 安 变 应 力 ， 本 章 只 研究 恒 幅 交 变 应 力 引发 的 金属 疲劳 问题 。 


恒 幅 交 变 应 力 的 特征 参量 

设 恒 幅 交 变 应 力 -时 间 历 程 如 图 14. 3 所 
示 。 作 如 下 定义 : 

应 力 循 环 : 应 力 每 重复 变化 一 次 称 为 一 
个 应 力 循环 。 例 如 ， 应 力 由 最 大 值 到 最 小 值 、 
又 到 最 大 值 ， 这 段 历 程 就 是 一 个 应 力 循环 ， 
这 段 时间 ， 称 为 一 个 周期 ,用工 表示 ， 如 
图 14. 3 中 所 示 。 一 段 时 间 内 ， 应 力 循环 的 总 
数 称 为 循环 次 数 ， 用 N 表示 。 

最 大 应 力 : 一 个 应 力 循环 中 代数 值 最 大 
的 应 力 ， 用 оъ. 2. 

最 小 应 力 : 一 个 应 力 循环 中 代数 值 最 小 的 应 力 ， 用 ow 表示 。 

平均 应 力 : 最 大 应 力 与 最 小 应 力 的 均值 ， 用 с, 表示 ， 即 
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它 是 由 静 载荷 引起 的 。 
应 力 幅 : 由 平均 应 力 到 最 大 或 最 小 应 力 的 变 幅 ,用 о, 表示 ， 即 


Imax Omin - 
Шыны Тазы (14-2) 





а, 
它 是 由 动 载荷 引起 。 
应 力 比 (应 力 循环 特征 ): 是 一 个 用 于 描述 应 力 变化 不 对 称 程度 的 量 ,， 用 + бел. H 


二 (14-3) 


Omax 
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ВОТ ВЕДА 36 0 — оо г< +оо, 

以 上 各 式 中 的 正 应 力 o 可 视 为 广义 应 力 分 量 ， 即 换 成 切 应 力 т 同样 成 立 。 

需要 指出 ， а ыр фк 其 
中 任意 两 个 参量 能 够 定 出 其 他 三 个 参量 (r= 二 1， 即 静 应 力 情况 除外 因此， 可 以 根据 方便 或 
习惯 ， желе тынб ендің 恒 幅 交 变 应 力 。 比 如 ， 设 计 构件 时 ， 常 采用 最 大 应 力 和 

















最 小 应 力作 参量 ， 因 为 二 者 比较 直观 ， 便 于 强度 控制 ;试验 时 , 常 采 用 平均 应 力 和 应 力 
幅 ， 便 于 施加 载荷 ， 分 析 时 ， 常 用 应 力 幅 和 应 力 比 。 便 于 按 和 荷载 的 循环 特征 分 类 研究 。 
应 力 循环 的 类 型 КА; Үш 
按 应 力 比 分 类 ， 如 图 14. 4 所 示 。 
对 称 循环 : wx 一 二 


脉动 循环 : "-оШ%ғ-- 
ПЕРА Ж. 他 ea， гае) 
ARII 上 取 其 他 值 


图 14:4 


“”” 12 金属 疲劳 破坏 的 概念 


疲劳 破坏 现象 


材料 在 某 一 点 或 某 些 点 处 承受 循环 应 力 和 应 变 足够 次 数 的 变化 后 最 终 形成 裂纹 或 完全 
断裂 ， 材 料 的 这 种 局 部 结构 永久 性 渐进 变化 的 过 程 称 为 疲劳 。 

疲劳 破坏 不 会 因为 一 次 单调 加 载 过 程 而 发 生 ， 与 静 强度 破坏 有 本 质 的 区 别 。 

疲劳 破坏 现象 最 早 引 起 人 们 关注 的 时 间 大 致 在 19 世纪 30 年 代 ， 正 值 欧洲 铁路 发 展 的 
初期 。 投 入 运营 不 久 的 机 车 车 轴 、 锻 铁 桥梁 接连 不 断 地 发 生 断 裂 破坏 事故 。 人 们 意识 到 
满足 了 传统 ( 静 ) 强 度 要 求 的 构件 ,在 经 受 长 时 间 反 复 加 载 后 发 生 的 断裂 是 一 种 新 的 破坏 现 
象 。 但 对 其 破坏 机 理 ， 当 时 并 不 清楚 。1839 年 法 国 的 彭 赛 列 (J. У. Poncelent) 在 巴黎 大 学 
演讲 时 首先 使 用 “疲劳 ”来 描述 这 种 破坏 现象 ， 并 沿用 至 今 。 

德国 的 铁路 工程 师 沃 勒 (August W6hler) 是 疲劳 研究 的 莫 基 人 。 他 首先 对 疲劳 开展 了 
系统 实验 研究 ， 发 明了 旋转 弯曲 疲劳 试验 机 ,其 原理 至 今 仍 在 使 用 ,首次 提出 了 应 力 - 寿 
命 曲 线 和 疲劳 极限 的 概念 。 
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一 百 多 年 来 ， 随 着 汽车 、 铁 路 、 航 运 、 航 空 航天 等 高 速 运载 工具 的 发 展 ， 疲 劳 破坏 的 
现象 曾 大 量 发 生 、 不 断 出 现 ， 人 们 对 疲劳 破坏 问题 的 研究 也 日 益 广泛 深入 。 现 在 ， 对 疲劳 
破坏 的 机 理 已 经 有 了 比较 深刻 的 认识 ,许多 行业 都 建立 了 抗 疲劳 设计 规范 和 疲劳 破坏 监测 
规程 ， 疲 劳 破坏 现象 得 到 了 有 效 控制 。 


金属 疲劳 破坏 的 特点 


金属 材料 发 生 疲劳 破坏 ， 一 般 有 三 个 主要 的 特点 : 

(1) 破坏 前 经 受 一 定 次 数 的 交 变 应 力作 用 ， 交 变 应 力 的 
最 大 值 远 小 于 材料 的 强度 极限 ; 

(2) 无 论 是 脆性 材料 还 是 塑性 材料 ， 均 表现 为 脆性 
断裂 ， 

(3) 断裂 面 有 疲劳 源 、 光 滑 区 及 粗糙 区 ， 如 图 14. 5 所 示 。 


金属 疲劳 破坏 的 过 程 AN 


一 般 来 讲 ， 在 交 变 应 力作 用 下 ， 金 属 的 疲劳 破坏 过 程 可 分 为 疲劳 裂纹 的 萌生 、 和 裂纹 扩 
展 和 失 稳 断裂 三 个 阶段 。 在 这 一 过 程 中 材料 所 经 历 的 应 力 循环 次 数 称 为 疲劳 寿命 。 

构件 在 制作 加 工 过 程 中 ,不 可 避免 地 会 留 下 材料 夹杂 缺陷 、 机 加 工 损伤 ， 从 而 形成 应 
力 集中 。 当 构件 承受 交 变 应 力作 用 时 ~ 在 应 力 集中 处 ， 局 部 材料 达到 届 服 状态 (rw =r, ) > 
材料 沿 最 大 切 应 力 zt 的 作用 面 反 复 滑 移 、 逐 渐 形 成 细 观 裂纹 (疲劳 源 )。 这 一 阶段 称 为 黎 
纹 萌生 阶段 。 

细 观 裂纹 形成 之 后 ,在 交 变 应 力 的 作用 下 ， 裂 纹 缓慢 稳定 地 扩展 ， 直 至 裂纹 尺寸 达到 
一 临界 值 。 这 一 阶段 称 为 裂纹 (稳定 ) 扩 展 阶 段 # 由 于 裂纹 反复 地 开 闭 .两 裂纹 面相 互 研 
麻 ， 形 成 光滑 面 。 可 见 ， 断 口上 的 光滑 区 是 在 裂纹 扩展 阶段 形成 的 。 

裂纹 的 前 沿 为 三 向 拉 应 力 区 ， 当 裂纹 尺寸 达到 临界 尺寸 后 ， 在 某 一 偶然 冲击 载荷 作用 
下 ， 裂 纹 发 生 快速 扩展 (又 称 失 稳 扩 展 ) 而 断裂 。 这 一 阶段 持续 时 间 极 短 ， 称 为 断裂 阶段 ， 
对 应 断口 上 的 粗糙 区 。 

应 当 指出 ， 如 果 构 件 上 存在 着 初始 裂纹 ， 如 焊 颖 在 冷却 后 会 产生 小 裂纹 ; 材料 中 的 尖 
锐 夹 杂 物 、 和 孔隙 、 严 重 的 加 工 损伤 等 都 是 裂纹 源 ， 在 交 变 应 力作 用 下 ， 很 快 就 会 萌生 裂 
纹 ， 因 此 ， 也 可 视 为 初始 裂纹 。 从 这 些 初始 裂纹 处 开始 的 疲劳 破坏 过 程 ， 就 没有 了 有 裂纹 荫 
ЖИЕ, RAAS ЕРНІНЕ. 


金属 疲劳 的 分 类 


1， 按 研究 对 象 分 类 


按照 研究 对 象 ， 可 分 为 金属 材料 的 疲劳 和 构件 的 疲劳 。 

(1) 金属 材料 的 疲劳 是 指 用 标准 试 样 通过 标准 试验 产生 的 疲劳 。 可 用 来 获取 材料 的 基 
本 疲劳 性 能 。 

(2) 构件 的 疲劳 是 实际 零 部 件 在 服役 中 产生 的 疲劳 。 

为 了 获得 构件 的 疲劳 性 能 、 进 行 抗 疲 劳 设 计 ， 首 先 需 要 开展 材料 的 疲劳 试验 ,获取 所 
材料 的 疲劳 性 能 。 
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1 材料 力学 ....----- 


2 按 疲劳 寿命 分 类 


按照 疲劳 寿命 的 高 低 ， 金 属 疲劳 可 分 为 高 周 疲劳 和 低 周 疲劳 两 种 。 

(1) 高 周 疲劳 是 指 低 应 力 ( 低 于 届 服 极限 ) 高 寿命 (一 般 高 于 10' 一 107) 的 疲劳 。 为 方 
便 ， 一 般 采 用 应 力作 参数 ， 故 也 称 为 应 力 疲劳 。 如 轴 、 弹 簧 、 螺 栓 、 桥 梁 等 构件 的 疲劳 。 

(2) 低 周 疲劳 则 是 指 高 应 力 (超过 屈服 极限 ) 低 寿命 ( 低 于 10: 一 10 ) 的 疲劳 ， 或 称 为 塑 
性 疲劳 。 由 于 循环 应 变 在 疲劳 中 起 主导 作用 ， 适 宜 用 应 变 作 参数 ， 故 也 称 应 变 疲劳 。 如 压 
力 容器 、 飞 机 起 落架 等 构件 的 疲劳 。 

高 周 疲劳 是 工程 最 常见 的 ， 通 常 所 说 的 疲劳 一 般 指 高 周 疲劳 。 

3. 按 工作 环境 分 类 


按 工 作 环境 ， 可 分 为 常规 疲劳 、 高 低温 疲劳 、 热 疲劳 、 腐 蚀 疲劳 等 。 
常规 疲劳 是 指 在 室温 、 空 气 介质 中 的 疲劳 。 这 是 工程 中 最 常见 的 。 
本 章 仅 介绍 材料 与 构件 的 常规 高 周 疲劳 方面 的 基本 问题 > 


® 
14.3 材料 S-N 曲线 和 疲劳 极限 
材料 S-N 曲线 和 疲劳 极限 


1. 材料 的 S-N 曲线 


进行 构件 的 静 强 度 设计 时 * 汀 料 的 强度 指标 是 必需 的 ， 强 度 指 标 可 由 材料 的 应 力 - 应 
变 曲 线 确定 。 同 样 ， 进 行 物件 的 疲劳 强度 设计 时 。 材 料 的 疲劳 强度 指标 也 是 必需 的 ， 疲 劳 
强度 指标 可 由 材料 的 疲劳 强度 -寿命 曲线 确定 -。 

材料 疲劳 强度 -寿命 曲线 是 利用 标准 试 榜 ， 在 选 定 变形 形式 和 应 力 比 的 条 件 下 测定 的 。 
该 曲线 以 达到 破坏 时 的 应 力 循环 数 ， 即 疲劳 寿命 N 为 横 坐 标 ， 以 对 试 样 施加 的 最 大 应 力 S 为 
纵 坐标 。S 表示 广义 应 力 ， 可 以 是 弯曲 正 应 力 、 拉 压 正 应 力 ,也 可 以 是 扭转 切 应 力 r。 所 以 ， 
又 称 为 材料 的 S-N 曲线 。 在 S- N 曲线 上 ， 对 应 某 一 寿命 值 的 最 大 应 力 5 称 为 疲劳 强度 。 

低 碳 钢 和 铝 合 金 在 对 称 循环 弯曲 交 变 应 力 下 的 S-N 曲线 示意 如 图 14.6 所 示 。 
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2. 材料 的 疲劳 极限 


标准 试 样 在 交 变 应 力作 用 下 ， 经 历 无 限 次 应 力 循 环 而 不 发 生 疲 劳 破坏 的 最 大 应 力 值 ， 
称 为 材料 的 疲劳 强度 极限 ， 简 称 为 疲劳 极限 或 持久 极限 ， 用 o, 表示 ,下 标 7 为 应 力 比 。 
有 时 ， 为 避免 混淆 ， 可 用 上 标示 出 变形 形式 ， 如 me о", 

如 图 14. 6(a) 中 所 示 ， 低 碳 钢 的 S-N 曲线 有 一 水 平 渐 近 线 ， 这 条 渐 近 线 的 纵 坐标 c-， 
就 是 该 材料 在 对 称 循 环 下 的 疲劳 极限 。 显 然 ， 当 材料 的 最 大 应 力 低 于 该 值 时 ， 将 不 会 发 生 
疲劳 破坏 。 

应 当 指 出 ， 严 格 按 上 述 定义 测定 疲劳 极限 是 很 困难 的 。 工 程 采 取 的 办 法 是 ， 对 于 一 般 
钢材 ， 如 果 在 某 一 应 力 水 平 下 经 受 10° 次 应 力 循环 仍 未 破坏 ， 则 可 以 认为 它 能 够 承受 无 限 
次 的 应 力 循环 而 不 会 破坏 ， 即 把 107 次 循环 数 对 应 的 最 大 应 力 取 为 疲劳 极限 。 

铝 合金 等 有 色 金 属 材料 的 S- 和 曲线 没有 水 平 渐 近 线 ， 不 存在 疲劳 极限 。 在 这 种 情况 
下 ， 通 常用 一 个 指定 的 寿命 N。 所 对 应 的 最 大 应 力作 为 材料 的 疲劳 极限 ， 被 称 为 材料 的 条 
件 疲劳 极限 ， 如 图 14. 6(b) 中 所 示 的 o-,。 对 于 铝 、 镁 合金 * ӘЖ М,-107. №, 称 为 循 
环 基 数 。 

应 该 强调 指出 ， 不 同 的 变形 形式 和 应 力 比 ,“ 对 材料 的 疲劳 极限 有 显著 影响 。 

扭转 变形 危险 点 的 应 力 状 态 是 纯 剪 切 应 为 状态 ，S – № 曲线 中 的 应 力 5 为 切 应 力 r。 
拉 压 变形 和 弯曲 变形 危险 点 的 应 力 状 态 是 单 向 应 力 状态 ，S -NN 曲线 中 的 应 力 5 为 正 应 力 
c。 由 强度 理论 可 知 ， 材 料 的 强度 极限 a 与 应 力 状 态 有 关 ， 疲劳 极 限 o 当然 也 与 应 力 状态 
有 关 ， 但 不 同 的 是 ， 疲 劳 极限 o, 还 与 变形 形式 有 关 。 拉 奈 变 形 和 弯曲 变形 危险 点 的 应 力 状 
态 虽 然 相同 ， 其 疲劳 极限 却 不 同比 如 ,对 于 碳 素 钢 ,在 对 称 循环 下 ,疲劳 极限 大 致 为 

ož, = (0. 4 一 0, Dø, 
oi = (0.2870. 38)0, 
一 般 来 说 ， 拉 压 疲劳 极限 低 于 弯曲 疲劳 械 限 %。 

在 相同 的 变形 形式 下 ， 应 力 比 不 同 ， 疲 劳 极限 也 不 同 。 比 如 ， 对 于 碳 素 钢 ， 在 弯曲 变 
形 下 ， 脉 动 循环 疲劳 极限 和 对 称 循环 疲劳 极限 的 比值 大 致 为 1.7。 一 般 来 说 ， 当 绝对 值 最 
大 的 应 力 相 同时 ， 应 力 比 越 接近 一 1， 疲 劳 极限 越 低 。 对 称 循 环 的 疲劳 极限 最 低 。 


CDT 材料 S-N 曲线 的 测定 























1. 试验 标准 

试验 标准 是 试验 的 依据 。 应 根据 构件 的 使 用 环境 、 疲 劳 类 型 和 变形 形式 来 选择 适当 的 
试验 标准 。 例 如 ， 对 于 在 常温 、 无 腐蚀 环境 中 承受 高 周 疲劳 的 杆 类 构件 ， 若 交 变 应 力 为 应 
力 比 r= 一 1 的 弯曲 正 应 力 ， 可 选用 GB/T 4337 一 1984《 人 金属 旋转 弯曲 疲劳 试验 方法 》; Ж 
交 变 应 力 为 轴 向 拉 - 压 应 力 ， 应 选用 GB/T 3075 一 1982《 金 属 轴 向 疲劳 试验 方法 ); 若 交 变 
应 力 为 扭转 切 应 力 ， 则 需 选 用 GB/T 12443 一 2007《 人 金属 材料 扭 应 力 疲劳 试验 方法 》。 

2. 试 样 

测定 材料 的 疲劳 性 能 指标 ， 必 须 采 用 试验 标准 中 规定 的 试 样 ， 称 为 标准 试 样 。 这 种 试 
样 尺 寸 较 小 ， 加 工 质 量 较 高 ， 所 以 又 称 光滑 小 试 样 。 

测定 材料 的 S -N 曲线 需要 一 组 ( 设 有 个 ) 具 有 相同 尺寸 、 加 工 质量 的 试 样 。 
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3. 试验 机 


疲劳 试验 机 可 分 高 周 疲劳 试验 机 和 低 周 疲劳 试验 机 两 大 类 。 按 照 给 试 样 施 加 的 变形 形 
式 分 ， 又 有 旋转 弯曲 疲劳 试验 机 、 拉 压 疲劳 试验 机 (也 可 开展 梁 的 弯曲 疲劳 试验 ) 和 扭转 疲 
劳 试验 机 等 。 

选择 试验 机 的 依据 是 构件 的 疲劳 类 型 和 变形 形式 。 


4. 试验 方法 


有 三 种 常用 的 试验 方法 ， 可 依据 试验 的 目的 和 要 求 进行 选择 。 现 以 常见 的 旋转 弯曲 疲 
劳 试验 为 例 对 试验 方法 作 简 要 介绍 。 

1) 单 点 试验 法 

单 点 试验 法 是 在 每 个 应 力 水 平 下 只 试验 一 个 试 样 。 这 是 一 种 传统 的 常规 疲劳 试验 法 。 
主要 是 在 不 宜 进 行 大 量 试验 时 用 于 测定 材料 的 S-N 曲线 。 
该 方法 至 少 需要 10 个 试 样 。 其 中 ，1 个 试 样 用 于 测定 拉 伸 强度 极限 mw ，1 一 2 个 备用 ， 
其 余 7 一 8 个 分 别 用 于 测定 7 一 8 不 同 应 力 水 平 下 的 疲劳 寿命 

旋转 弯曲 疲劳 试验 ， 应 力 比 r= 一 1。 第 1 根 试 样 的 最 大 正 应 力 cs 取 (0.6 一 0.7)m， 
后 续 试 样 的 应 力 水 平 依次 降低 ， 高 应 力 水 平 间隔 可 取 大 些 ， 应 力 水 平 越 低 ， 间 隔 越 小 。 按 
照 设 定 的 最 大 应 力 ， 对 每 个 试 样 在 疲劳 试验 机 上 加 载 试验 ， 直 至 试 样 发 生 疲 劳 破坏 ， 记 下 
最 大 应 力 和 试 样 破坏 前 经 历 的 应 力 循环 数 ( 即 疲劳 寿命 ): (аа... МО. 1-і. 2.29. п, 

建立 以 疲劳 寿命 的 对 数 1gN 为 横 坐 标 、 最 大 应 力 о 为 纵 坐 标的 坐标 系 ， 根据 试验 测 得 
的 数据 对 (cs ，Ni)，i1.227 2， 利用 描 点 作 图 法 (不 推荐 用 于 绘制 最 终 成 品 图 ) 或 
数理 统计 拟 合 法 作出 oo N 曲线 ， 即 S-N 曲线 。 

疲劳 极限 或 条 件 疲 劳 极限 可 按照 如 下 方法 测定 。 设 指定 循环 基数 为 10" 次 。 在 按照 应 
力 水 平 由 高 到 低 进 行 试 验 的 过 程 中 ,直到 第 7 根 试 样 ， 其 疲劳 寿命 都 小 于 10” 次 ， 而 第 
j 十 1 根 试 样 经 受 的 循环 数 超过 了 10 次 却 仍 未 破坏 ( 称 为 越 出 )， 并 且 满 足 : 


<5% (14-4) 












































则 取 疲 劳 极限 
G1=F (ба атауы) (14-5) 


如 果 条 件 式 (14- 4) 不 满足 ， 则 需 采 用 第 j 十 2 根 试 样 ， 取 应 力 水 平 为 





Omsx.j+2 =A Cons FOmsx.j+1) 


进行 试验 ， 若 第 j 十 2 根 试 样 越 出 ， 则 用 第 j 根 和 第 j 十 2 试 样 重复 上 述 过 程 ; 若 第 j 十 2 根 
试 样 未 越 出 ， 则 用 第 7 十 1 根 和 第 j 十 2 试 样 重复 上 述 过 程 。 如 此 继续 ， 直 至 定 出 疲劳 
极限 。 
2) 成 组 试验 法 

几 个 试 样 在 同一 应 力 水 平 下 测 出 的 疲劳 寿命 并 不 相同 ， 且 往往 有 较 大 的 离散 性 。 
单 点 试验 法 所 测定 的 S-N 曲线 ， 精 度 较 低 。 只 能 用 于 准确 性 要 求 不 高 的 疲劳 设计 、 或 预 
备 性 疲劳 试验 。 成 组 试验 法 能 够 给 出 较 高 精度 的 试验 结果 ， 绘 出 具有 失效 概率 的 己 -S - № 
曲线 ， 这 对 于 疲劳 强度 的 可 靠 性 设计 是 必须 的 。 






































сете ЖЫЛЫН ЖӘ 


成 组 试验 法 是 在 每 一 应 力 水 平 cs. 上 测定 一 组 试 样 (3 一 5 个 ) 的 疲劳 寿命 N;， 取 其 均 
值 N， 用 数据 对 (cos №), i51, 2，…', n о. NN 曲线 。 这 样 绘 出 S - N 曲线 失 
效 概率 为 50%。 

至 于 应 力 水 平 的 选取 与 单 点 试验 法 相同 。 

3) 升降 试验 法 

升降 试验 法 是 在 指定 疲劳 寿命 下 测定 应 力 。 主 要 用 于 精确 测定 材料 的 疲劳 极限 。 具 体 
试验 方法 参见 有 关 试 验 标准 或 手册 。 





1.4 影响 构件 疲劳 极限 的 主要 因素 


材料 的 S- № 曲线 和 疲劳 极限 是 利用 标准 试 样 测 得 的 。 而 实际 构件 的 外 形 、 尺 寸 和 表 
面 加 工 质 量 等 方面 都 与 标准 试 样 可 能 不 同 ， 这 些 不 同 对 疲劳 极限 都 可 能 有 显著 影响 。 由 于 
各 种 构件 千差万别 ,不 可 能 一 一 通过 试验 测定 疲劳 极限 。 一 般 做 法 是 考虑 各 种 因素 的 影 
响 ， 通 过 对 材料 的 疲劳 极限 进行 修正 获得 构件 的 疲劳 极限 。 


构件 横 截 面 尺寸 的 影响 

构件 横 截面 尺寸 一 般 都 大 于 标准 试 样 (光滑 小 试 样 ) 的 横 截 面 尺寸 。 弯 曲 与 扭转 疲劳 试 
验 表明 ， 在 同样 的 应 力作 用 下 ， 构 件 横 截面 尺寸 越 大 ， 其 疲劳 极限 越 低 。 这 是 因为 ， 构 件 
横 截 面 尺寸 越 大 ， 高 应 力 区 包 会 的 材料 晶 粒 就 越 多 ， 越 容易 诱发 疲劳 像 纹 。 

构件 横 截 面 尺寸 对 疲劳 极限 的 影响 用 尺寸 因数 le 来 表征 ， 定 义 为 ， 尺 寸 为 d 的 光滑 试 
样 的 疲劳 极限 与 光滑 小 试 样 (标准 试 样 ) 疫 劳 极限 之 比值 。 在 对 称 循环 下 ， 


(9-0: “ьн 
= 9205. н 


„== 扭转 时 


т-1 

弯曲 和 扭转 变形 的 尺寸 因数 一 般 是 小 于 1 的 ， 可 根据 不 同 的 材料 ， 在 有 关 手 册 ( 如 《机 械 
设计 手册 )) 中 查 取 。 

轴 向 载荷 作用 下 ， 等 截面 试 样 模 截 面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 横 截面 尺寸 对 疲劳 极限 
的 影响 不 大 ， 可 取 尺 寸 因 数 e~l. 
构件 表面 加 工 质 量 的 影响 

标准 试 样 表面 都 经 过 磨 光 ， 而 构件 的 表面 加 工 方法 多 种 多 样 。 由 于 构件 表面 一 般 是 最 
大 应 力 的 作用 区 域 ， 在 表面 上 的 加 工 损伤 处 极 易 产 生 裂纹 。 因 此 ， 构 件 表面 的 加 工 质量 和 
表层 状况 ,对 构件 的 疲劳 极限 有 显著 影响 。 

构件 的 表面 加 工 质量 对 其 疲劳 极限 的 影响 可 用 表面 质量 因数 来 表征 ， 定 义 为 


8 某 种 方法 加 工 的 试 样 的 疲劳 极限 
表面 磨 光 试 样 的 疲劳 极限 


当 构 件 表 面 加工 质 量 低 于 标准 试 样 的 加 工 质量 时 ，B8<1， 反之 ，B>1， 其 具体 数值 查 有 关 
手册 (如 《机 械 设 计 手 册 》) 。 





ғ. 
(14-6) 















































(14-7) 
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14.43 ”构件 外 形 的 影响 


与 标准 试 样 不 同 ， 大 多 数 机 械 零 件 都 不 是 等 直 杆 ,其 模 截 面 几何 形状 沿 轴线 会 有 变 
化 ， 如 ， 有 键 档 、 横 孔 、 螺 纹 、 轴 肩 圆 角 等 。 在 构件 横 截面 变化 处 ， 将 出 现 应 力 集中 。 应 
力 集中 会 促使 疲劳 裂纹 的 形成 ， 使 构件 的 疲劳 极限 显著 降低 。 

构件 外 形 对 疲劳 极限 的 影响 用 有 效应 力 集中 因数 表示 ， 对 称 循环 下 ， 正 应 力 有 效应 力 
集中 因数 к, 和 切 应 力 有 效应 力 集中 因数 开 . 的 定义 为 


























(14-8) 


式 中 ，(o-1)4 Сс) 分 别 为 无 应 力 集中 光滑 试 样 的 正 应 力 和 切 应 力 疲劳 极限 ，(o-1)x 
和 (r-i)k 分 别 为 有 应 力 集中 光滑 试 样 的 正 应 力 和 切 应 力 疲劳 极限 。K, 或 K. 都 是 大 于 1 的 
数 。 具 体 数 值 可 查 有 关 手 册 ( 如 《机 械 设 计 手 册 》)。 

应 该 注意 ， 这 里 所 说 的 有 效应 力 集中 因数 К, ЖК. 与 第 2 章 中 讲述 的 理论 应 力 集中 
因数 K, 并 不 相同 。 理 论 应 力 集中 因数 K, 是 根据 弹性 理论 针对 线 弹 性 材料 确定 的 ， 它 只 与 
构件 形体 有 关 ， 与 材料 无 关 。 但 有 效应 力 集中 因数 不 仅 与 构件 形体 有 关 ， 而 且 还 与 材料 性 
质 有 关 。 因 为 在 应 力 集中 处 ， 局 部 材料 发 生 届 服 ， 线 弹性 理论 不 能 成 立 ， 所 以 ， 理 论 应 力 
集中 因数 不 能 有 效 地 反映 构件 外 形 对 疲劳 极限 的 影响 。 当 然 ， 有 效应 力 集中 因数 与 理论 应 
力 集中 因数 是 有 关系 的 ， 利 用 这 种 关系 ， 已 经 建立 了 确定 有 效应 力 集中 因数 的 另 一 种 方 
法 ， 对 此 ， 读 者 可 参阅 有 关 疲 劳 强度 的 专著 或 手册 。 


14. 5 “对称 循环 下 的 疲劳 强度 条 件 和 提高 疲劳 强度 的 措施 


构件 的 疲劳 极限 


对 于 常规 的 疲劳 问题 ， 构 件 的 疲劳 极限 可 以 使 用 材料 的 疲劳 极限 通过 考虑 构件 横 截 面 
尺寸 、 表 面 加 工 质 量 及 外 形 的 影响 来 确定 。 利 用 式 (14-6)、 式 (14-7)、 式 (14-8) 即 可 
获得 对 称 循环 应 力 下 构件 的 疲劳 极限 ， 即 








с.о. 轴 向 拉 压 或 弯曲 时 
(14-9) 


eisie, 扭转 时 


疲劳 强度 条 件 


当 采 用 无 限 寿 命 设计 时 ， 构 件 的 疲劳 强度 指标 就 是 构件 的 疲劳 极限 ， 将 其 除 以 疲劳 安 
全 因数 ni 后 ， 作 为 疲劳 强度 设计 的 许可 应 力 ， 即 


[o= e, 轴 向 拉 压 或 村 曲 时 



































кож”. 

ү в (14-10) 
[n], 扭转 时 

nr nK, 


-onezoo_ 交 变 应 力 与 讼 劳 强度 第 14 章 | 
构件 的 疲劳 强度 条 件 为 
nco J= ранны 


(14-11) 
tmr] en 
在 机 械 设 计 中 ， 习惯 使 用 比较 安全 国 数 形式 的 疲劳 强度 条 件 ， 构 件 实际 的 安全 裕 度 或 
工作 安全 因数 ， 应 不 小 于 规定 的 安全 因数 ， 即 
n>n 轴 向 拉 压 或 弯曲 时 








(14-12) 
n>n, 扭转 时 
ж. 
ЕШ | 
(14-13) 


| 扭转 时 


Кт 

【例题 14.1】 图 示 旋 转 圆 轴承 受 对 称 循环 扭矩 作用 
Т==1КМ .。m， 轴 表面 精 车 加 工 ， 材 料 为 碳 素 钢 ，m = 
600MPa，r-, 王 125MPa， 查 得 危险 截面 (位 于 细 轴 段 左 
端 )4 一 A 处 的 有 效应 力 集中 因数 ' 慌 -三 1.14、 尺 寸 因 数 
:二 0. 82、 表 面 质量 因数 2-0.94. 规定 的 疲劳 安全 因数 
为 m= 二 1.9。 试 校 核 该 轴 的 疲劳 强度 。 例题 14.1 图 

解 :(1) 计算 危险 点 的 王 作 应 力 。 

危险 截面 A 一 入 外 边缘 的 点 为 危险 点 ,该 点 处 的 最 大 应 力 为 


=. 16 Меп... 7 
5010-7) 40 UMPa 


(2) 计算 构件 的 疲劳 极限 ， 即 














Rr 一 上 时 当 0 外 x125MPa 一 84. 5MPa 
(3) 疲劳 强度 校 核 。 
工作 安全 因数 ， 即 
L_z% _ 84.5MPa 
n= == МЕТІ 98>m=1.9 
疲劳 强度 满足 要 求 。 


提高 疲劳 强度 的 主要 措施 
提高 构件 的 疲劳 强度 ， 主 要 从 合理 选材 、 优 化 结构 和 提高 表面 质量 三 个 方面 考虑 。 
1. 合理 选材 
为 提高 疲劳 强度 ， 应 选择 对 应 力 集中 敏感 性 低 的 材料 。 比 如 ,在 各 种 钢材 中 ,通常 强 
245| 
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度 极限 较 低 的 材料 ， 对 应 力 集中 的 敏感 性 也 较 低 ， 相 同 外 形 尺 寸 改变 处 的 有 效应 力 集中 因 
数 也 较 低 ， 其 构件 的 疲劳 强度 也 较 高 。 这 应 与 静 强度 设计 时 希望 强度 极限 较 高 的 要 求 相 权 
衡 ， 以 确定 合适 的 材料 。 

选材 还 需要 考虑 工作 环境 。 例 如 ， 在 腐蚀 环境 中 工作 的 构件 ， 应 选择 耐 腐蚀 性 强 的 材 
ЖЫ 在 低温 下 工作 的 构件 ,应 选择 韧性 更 好 的 材料 ， 等 等 。 


2. 优化 结构 


为 了 避免 或 减 小 应 力 集中 ， 应 注意 优化 构件 的 结构 : 

设计 中 ， 尽 量 避 免 构 件 横 截面 有 急剧 突变 。 在 截面 变化 处 ， 应 尽 可 能 使 用 较 大 的 圆 角 
光滑 过 渡 。 如 图 14.7 所 示 阶 梯 轴 的 过 渡 圆 角 应 尽 可 能 大 些 。 

当 轮 席 与 轴 紧 配合 时 ,可 在 轮 载 上 开 减 荷 模 ， 并 加 大 轴 配 合 部 分 的 直径 ， 从 而 降低 配 
合 面 边缘 处 的 应 力 集中 ， 如 图 14. 8 所 示 。 

构件 上 少 开 孔 口 ， 特 别 是 在 承受 最 大 拉 应 力 的 表面 上 尽量 不 开 孔 口 。 若 必须 开设 时 ， 
尽量 使 用 圆 形 或 椭圆 形 孔 口 ， 椭 圆 的 长 轴 应 与 最 大 主 应 为 方向 一 致 。 若 使 用 方 孔 ， 四 个 角 
应 使 用 较 大 半径 的 过 渡 圆 角 。 

焊 缝 是 应 力 集中 、 缺 陷 常 在 的 部 位 ， 设 计 焊 接 件 需 合理 布置 焊丝。 例如 ， 应 使 焊 缝 尽 
量 远 离 高 应 力 区 ;应 尽量 避免 焊 缝 交汇 ， 让 次 焊 颖 中 断 、 主 焊 缝 连续 ; 角 焊 缝 宜 采用 坡 口 
焊 ， 如 图 14. 9(b) 所 示 的 坡 口 焊接 要 比 (a) 所 示 的 无 坡 口 焊接 应 力 集中 小 得 多 。 此 外 ， 还 应 
对 焊 缝 进行 磨 削 加 工 使 焊 缝 平滑 ,以 减 水 应 力 集中 。 









































图 14.7 


3. 降低 表面 粗糙 度 
构件 的 表面 加 工 质量 对 疲劳 强度 影响 很 大 ,尤其 是 高 强度 钢 ， 对 表面 粗糙 度 更 为 敏 
感 。 所 以 ， 应 提高 表面 加 工 质 量 ， 尽量 降 低 表 面 粗糙 度 。 另 外 ， 在 使 用 中 ， 也 应 保护 构件 
表面 ， 免 受 机 械 损伤 和 化 学 损伤 (如 锈蚀 、 腐 蚀 ) 。 
4. 表面 强化 


试验 表明 ， 构件 表层 的 平均 压 应 力 能 够 提高 抗 疲 劳 能 力 。 因 此 ， 可 以 采用 能 够 在 构件 
表层 引起 残余 奈 应 力 的 处 理工 艺 ， 如 表面 喷 丸 强化 、 表 面 深 奈 强化、 表面 化 学 热处理 (如 
渗 碳 、 渗 氮 、 碳 氮 共 渗 )、 表 面 激 光 强 化 等 ， 对 截面 变化 不 大 的 构件 ,还 可 采用 表面 溢 火 
工艺 。 应 该 注意 ， 采 用 这 些 表面 工艺 时 ， 要 严格 控制 工艺 过 程 ， 以 免 产 生 表面 微 裂 纹 而 适 
得 其 反 。 
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人 恒 幅 交 变 应 力 有 五 个 特征 参量 : os、ows、o、o,、r， 用 其 中 的 任意 两 个 可 以 求 得 其 
RES. MHE r 描述 了 应 力 变 化 的 不 对 称 程度 。r 二 1 时 ， 是 静 载 问题 ，r 一 0 是 脉动 循 
Жұ "一 一 1 是 对 称 循环 。 恒 幅 对 称 循环 交 变 应 力 是 最 常用 、 最 基本 、 最 重要 的 交 变 应 力 。 

疲劳 破坏 的 三 个 特点 是 判别 此 类 破坏 形式 的 依据 。 疲 劳 断 口上 的 裂纹 源 、 光 滑 区 和 粗 
粹 区 分 别 对 应 疲劳 破坏 的 裂纹 萌生 、 裂 纹 扩展 和 快速 断裂 三 个 阶段 。 有 缺 陷 的 构件 可 能 只 
有 后 两 个 阶段 。 

材料 的 S- № 曲线 是 对 构件 进行 疲劳 强度 设计 所 必需 的 基本 资料 。 需 用 标准 试 样 测 
取 ， 旋转 弯曲 (对 称 循环 ) 疫 劳 试 验 最 常用 。 材 料 的 疲劳 极限 为 材料 经 历 无 限 次 应 力 循环 而 
不 破坏 的 最 大 应 力 ， 是 S-N 曲线 的 水 平 浙 近 线 的 纵 坐 标 < (қ 测定 ， 一 般 规 定 ， 钢 试 
样 经 过 10 次 循环 仍 不 破坏 ， 就 认为 marenn нЕ 。 当 材料 的 S-N 曲线 没有 
水 平 渐 近 线 时 ， 规 定 一 个 循环 次 数 ， киле | Жели л нги. 
即 名 义 ( 条 件 ) 疲 劳 极 限 。 

构件 尺寸 、 житин язу най Se 表面 质量 因数 В 
和 有 效应 力 集中 因数 开 来 描述 。 用 554 (14 

генни Ж 











的 疲劳 极限 ， 进 而 建立 对 称 循环 条 件 。 X, 


a 


ма йен 应 力 ? 什么 是 应 Жаре 什么 是 应 力 循环 ? 什么 是 对 称 循环 ? 
талқан» килем: 

14. 2 撒 述 周期 性 交 变 应 力 的 特征 参量 有 哪些 ? 其 中 的 任 一 特征 参量 都 可 以 用 其 余 参 
量 中 的 任 两 个 表达 出 来 ， 怎 样 表达 ? 

14.3 ШИМЛИЕЯНШАғ--2, r=, к-0, ғ-1, ғ-2 时 应 力 -时 间 历 程 的 大 
BUER. 着 一 -一 、 盖 -十 c=、 表 示 怎 样 的 应 力 -时 间 历 程 

14.4 ， 交 变 应 力 有 哪些 分 类 ? 对 每 一 类 举 出 一 个 工程 实例 。 

14.5 何谓 疫 劳 破坏 ? 疲劳 破坏 有 哪些 特征 ? 疲劳 破坏 的 大 致 过 程 是 怎样 的 ? 
4. 6 常规 疲劳 试验 方法 有 哪儿 种 ? 适用 性 有 何不 同 ? 

14.7 什么 是 材料 的 疲劳 极限 ? 什么 是 材料 的 条 件 疲劳 极限 ? 

14.8 ”什么 是 构件 的 疲劳 极限 ? 影响 构件 疲劳 极限 的 主要 因素 有 哪些 ?和 材料 疲劳 极 
限 有 什么 关系 ? 

14.9 试 列 出 对 称 应 力 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 。 

14. 10 ”提高 构件 疲劳 强度 的 措施 有 哪些 ? 














14.1 构件 的 应 力 -时 间 历 程 如 图 所 示 ， 试 求 平均 应 力 cv、 应力 幅 值 " 和 应 力 比 x? 
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习题 14. 1 图 


14.2 已 知 应 力 循环 的 平均 应 力 mm 一 25MPa， 应 力 幅 值 o 二 55MPa， 试 求 最 大 应 力 


14.3 某 发 动机 连 杆 ,工作 时 承受 的 最 大 拉力 F, 二 10kN, 最 小 拉力 Fu 一 4kN， 试 
求 连 杆 的 循环 特征 ro 

14.4 已 知 应 力 循环 的 应 力 幅 为 ， 应 力 比 为 >， 试 求 最 大 应 力 co。 

14.5 如 图 所 示 和 矩形 截 面 悬臂 粱 自由 端 安装 了 一 部 有 偏心 转子 的 电动 机 。 已 知 ， 梁 的 
长 度 /二 1m， 抗 弯 截 面 系数 WW 二 20cm’; 电动 机 重力 P 二 1kN， 电 动机 匀速 转动 ， 其 偏心 
转子 的 离心 惯性 力 为 Fl 二 200N， 试 求 上 表面 危险 点 处 的 最 大 弯曲 正 应 力 和 应 力 比 。 

14.6 如 图 所 示 直 径 为 4 的 圆 轴 在 匀速 旋转 中 ， 所 受 外 力 的 大 小 和 空间 位 置 保持 不 
变 。 试 求 危险 点 的 应 力 比 。 
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习题 14.5 图 习题 14.6 图 





14.7 如 图 所 示 圆 轴 受 对 称 循环 拉 - 压 轴 力 F、 作用 ,材料 为 碳 钢 ， 材 料 的 疲劳 极限 
os 二 180MPa， 人 危险 截 面 (小 孔 轴 线 所 在 截面 )A 一 A 处 的 有 效应 力 集中 因数 KK, 二 1.8、 尺 
ЗР е, 二 1、 表 面 质量 因 数 8p=0. 9。 试 求 该 轴 的 疲劳 极限 。 

14.8 如 图 所 示 阶 梯 圆 轴 受 对 称 循环 的 交 变 弯 矩 作用 ，M= 士 0.72kN'.m， 材 料 为 碳 
ІМ. Жо„=500МРа. cg 一 220MPa， 轴 表面 经 磨 肖 加工。 查 得 危险 截面 (位 于 细 轴 左 端 ) 
A 一 A 处 的 有 效应 力 集中 因数 KK, 二 1.29、 尺 寸 因 数 6, 二 0. 82、 表 面 质 量 因数 8 二 1， 规 定 疲 
劳 安全 因数 ni 二 1.7。 试 校 核 该 轴 的 疲劳 强度 。 
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习题 14.7 图 习题 14. 8 图 


附录 A 平面 图 形 的 几何 性 质 


各 种 不 同 变形 形式 杆 件 的 承载 能 力 ， 不 仅 与 材料 的 力学 性 能 有 关 ， 而 且 与 杆 件 横 截 面 
的 几何 形状 有 关 。 因 此 ， 在 研究 杆 件 强度 、 刚 度 和 稳定 问题 时 ， 都 要 涉及 一 些 与 截面 形状 
和 尺寸 有 关 的 几何 量 ， 如 截面 面积 、 截 面 极 惯性 矩 等 这些 几何 量 统 称 为 截面 的 几何 性 
质 。 几 何 性 质 包 括 : Eob, HE, WEE, RER, RHEES. 


Ал MEMEO 02 


А.1.1 ж WA 


图 A. 1 所 示 为 一 任意 形状 的 截面 ， 其 面积 为 入; 在 图 形 平 面 内 建立 直角 坐标 系 Oyz. 
到 微 面积 АА. dA 的 坐标 分 别 为 y Mz, dA, ydA 分 别 
称 为 微 面积 对 ， 轴 、z 轴 的 静 矩 (或 面积 短 j 而 把 积分 
[оча | zaa АНЕ Ў ЕЗД у 901956. 
分 别 用 5. 415, 表示 ， 即 
S, = | ydA¥ SS= | А (А21) 
WRA- DTW, ШАҒАН у, = ЖІ. W 
ПЛАН ЫЛЕ. ИГ Эй. шп Ж. ТІГІ 
ЖЕ К?Т. 


设 有 一 个 厚度 很 小 的 均 质 薄板 ， 薄 板 中 间 面 的 形状 与 图 А. 1 的 平面 图 形 相同 。 在 Oyz 
坐标 系 中 ,上述 均 质 注 板 的 重心 与 平面 图 形 的 形 心 有 相 同 的 坐标 。 据 静 力 学 的 力矩 定理 ， 
心 的 坐标 了 和 三 分 别 是 






































Ше |р sa (А-2) 
Уезд сти 
式 (A-2) 就 是 确定 平面 图 形 的 形 心 坐标 的 公式 。 
利用 式 (A- 1) 可 以 将 式 (A-2) 改 写成 
БОЗЕ 7 Кк 
олы Ед (А-3) 
图 形 形 心 的 坐标 у 和 三 ， 是 将 平面 图 形 对 = 轴 和 > ЖИЙИ ЕДІН AS ІШІ А 得 到 。 








式 (A-3) 可 改写 为 
5,-Ағ. 5,-Ау (А-4) 


式 (A-4) 表 明 ， 平面 图 形 对 y 轴 和 < 轴 的 静 矩 ， 分 别 等 于 图 形 面 积 A 乘 图 形 形 心 坐标 三 
Жу. 
据 式 (A-3)、(A-4) 推 出 , Ж 5.-0 ЯІ5,-0. M y=0 Ж 2—0. 可见， 车 图 形 对 某 
一 轴 的 静 矩 等 于 零 ， 则 该 轴 必 通过 图 形 的 形 心 ; 反之 ,车 某 一 轴 通 过 形 心 ， 则 图 形 对 该 轴 
的 静 矩 等 于 零 。 通 过 形 心 的 轴 称 之 为 形 心 轴 。 
若 截面 对 称 于 某 轴 ， 则 形 心 必 在 该 对 称 轴 上 ，;， 若 截面 有 两 个 对 称 轴 ， 则 形 心 必 为 两 对 
称 轴 的 交点 。 在 确定 形 心 位 置 时 ,常常 利用 这 个 性 质 ， 以 减少 计算 工作 量 。 


【例题 A. 1] 图 中 抛物 线 的 方程 为 2h (1 一 深 】. 计算 由 抛物 线 、y 轴 和 = 轴 所 用 成 的 平 
面 图 形 对 y 轴 和 < 轴 的 静 矩 S$, 和 S.， 并 确定 图 形 的 形 心 C 的 坐标 。 





























例题 A.1 图 


解 : 取 平行 于 = 轴 的 获 长 条 作为 微 面积 dA 如 图 А. DHR, WA 
вА ау (1—2 Дау 
图 形 的 面积 及 对 < ВОИН Л] A 


=f aa = (1-0) = 20 
а-а a 


5 二 у h 
5. = ЕС = faf >) = 2 
代入 式 (A -3) 得 





ЖҰЛТ у 轴 的 狭长 条 作为 微 面 积 。 如 图 A. 1(b) 所 示 ， 仿照 上 述 方法 ， 即 可 求 出 : 
4 - 
5,- E СЕ 
» 15 5 


А13 组 合 图 形 的 静 和 矩 及 形 心 


由 若干 个 简单 截面 (如 矩形、 三 角形 、 半 圆 形 ) 所 组 成 的 截面 称 为 组 合 图 形 。 由 静 和 矩 的 
定义 可 知 ， 图 形 各 组 成 部 分 对 某 一 轴 的 静 和 矩 的 代数 和 ， 等 于 整个 图 形 对 同一 轴 的 静 矩 Д 








5. =E з = (А-5) 
i=1 теі 








Ж. А, у, ғ 分 别 表示 第 i 个 简单 图 形 的 面积 及 形 心 坐标 ; n 为 组 成 该 平面 图 形 的 简 











=memmewmea 平面 图 形 的 几何 性 质 附录 AI 








单 图 形 的 个 数 。 
若 将 式 (A-5) 代 入 式 (A-3)， 则 得 组 合 图 形 形 心 坐标 的 计算 公式 : 
Улу De 
у = 2 ‚к= 二 (А-6) 
УА DA 
i=l ә 


【例题 A. 2] 试 确 定 图 所 示 平 面 图 形 的 形 心 C 的 位 置 。 
解 : 将 图 形 分 为 、 开 两 个 矩形 ， 如 图 取 坐 标 系 。 两 个 矩形 的 形 心 坐标 及 面积 分 别 为 
矩形 工 ， 即 








2240-22 
六 一 mm 一 5mm 
zı =l 60 

А =10X 120mm’ =1200mm* 

KEJE I. ШІ 

у. = (104 )mm=45mm 
2 l0 
z= пт опит 

А, =10X 70mm’ =700mm’ 例题 A. 2 图 


应 用 式 (A-6)， 得 形 心 -C 的 坐标 (y、= ) 为 





19. 7mm 





1200mm* 二 700mm’ 


1200mm*X 60mni+700mm’* X 5mm 
1200mm? 二 700mm” 





39. 7mm 








形 心 CC(yv) 的 位 置 ， 如 图 所 示 。 
【例题 A.3】 某 单 臂 液压 机 机 架 的 横 截 面 尺寸 如 图 所 示 ， 试 确定 截面 形 心 的 位 置 。 
解 : 截面 有 一 个 垂直 对 称 轴 ， 其 形 心 必然 在 这 一 对 称 抽 上 ， 因 而 只 需 确定 形 心 在 对 称 
轴 上 的 位 置 。 把 截面 图 形 看 成 是 由 矩形 ABED 减 去 矩形 
abdc， 并 以 ABED 的 面积 为 A, ，abdc 的 面积 为 A,。 以 
B 底 边 ED 作为 参考 坐标 轴 у. 19 












17222 





Ж А 









И ? А, =1. 4X0. 86m? =1. 204m? 
С A КӨН E л 
fis Й = m=0.7m 
3 A A 2 
з Й “с И % А, = (0. 86т—2 0. 016m) X (1. 4m—0. 05m—0. 016m) 
2 ? =1. 105m? 
GA A BE SS 
Ж” ғ,-1-0.4ш--0.05т--0.016т) +0. 05m=0. 717m 





由 式 (A-6)， 整 个 截面 图 形 的 形 心 C 的 坐标 =z 为 
-Azı — Az: _1. 204X0. 7—1. 105X0. 717 
例题 A. 3 图 А-А: 1. 204—1. 105 





0.51m 
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任意 平面 图 形 如 图 A. 2 所 示 ， 其 面积 为 A，y 轴 和 > 轴 为 图 形 所 在 平面 内 的 一 对 任意 
直角 坐标 轴 。 在 坐标 为 (y，<) 处 取 一 微 面积 dA，x*dA 和 
y dA 分 别称 为 微 面积 dA 对 y 轴 和 =* 轴 的 惯性 矩 ， 而 遍及 整 
个 平面 图 形 面 积 A 的 积分 : 


(А-7) 











Шен оз) 的 惯性 矩 。 
在 式 (A-7) 中 , Н z KEM, HA T, Ib 
恒 为 正 值 。 惯 性 长 度 的 四 次 方 。 

ыы 六 和 < 见 ， 经 常 把 惯性 矩 写 成 图 形 面 积 


ісі 





或 改写 为 


>” «т 
RP. ioi JANAREN ат. ийке 径 ， 其 量 纲 为 长 度 。 
如 图 А. 29027. ТЕТ АА 到 坐标 原点 的 距离 为 6， 定 义 


为 平面 图 形 对 坐标 原点 的 极 惯性 矩 。 其 量 纲 仍 为 长 度 的 四 次 方 。 由 图 A. 2 可 以 看 出 : 
Гед | (у + «*)4А Га + | зал GFE (A-9) 
A A A A 


所 以 ， 图 形 对 于 任意 一 对 正 交 轴 的 惯性 矩 之 和 ， 等 于 它 对 该 两 轴 交 点 的 极 惯性 矩 。 
【例题 А.4] 试 计算 矩形 对 其 对 称 轴 у 和 > [如 图 (a) 所 示 ] ЖЖ. ЖОРЫМАЛ, % 























H b, 
Ж. 先 求 对 y 轴 的 惯性 矩 。 取 平行 于 y 铀 的 狭长 条 作为 微 面积 d4A， 则 
dA=bdz 
рды” 
1, [= 4А [= --” 
同 理 可 得 ， 


hb? 


L= 12 


сема FERRULE HRAJ 





例题 A.4 图 


若 图 形 是 高 为 h WH b 的 平行 四 边 形 ， 如 图 (b) 所 示 ， 它 对 形 心 轴 у 的 惯性 矩 仍 然 是 


_ bh’ 
Шеке 


【例题 A. 5】 HIER И АТ А ИН ТЕЛЕ, 
Ж. 图 中 阴影 部 分 的 面积 为 dA， 则 

аА =2уіх=2 {К 2° dz 

f | :aa [гё ҮК z dz = К = хр! 








64 
= 轴 和 > 轴 都 与 圆 的 直径 重合 由 于 对 称 性 ， 必 然 有 
E p, = 
ул + 64 
由 式 (A -9), 显然 可 以 求 得 
Е кр! 
=A= 


式 中 , 1, 是 圆 形 对 圆心 的 极 惯性 矩 。 


тө 


图 A. 2 所 示 的 平面 图 形 中 ,定义 yzdA 为 微 面积 dA 对 y 轴 和 > 轴 的 惯性 积 。 而 
积分 式 : 


ү = | >=aa (А-10) 


定义 为 图 形 对 у, = 轴 的 惯性 积 。 惯 性 积 的 量 纲 为 长 度 的 四 次 方 。 

由 于 坐标 乘积 值 yz 可 能 为 正 或 为 负 ， 因 此， 了 .的 数值 
可 能 为 正 、 负 或 零 。 

若 坐 标 轴 y 或 x 中 有 一 个 是 图 形 的 对 称 轴 ， 如 图 A.3 
中 的 = 轴 。 这 时 ， 如 在 = 轴 两 侧 的 对 称 位 置 处 ， 各 取 一 微 面 
FdA. 显然 ,两 者 的 = 坐标 相同 ，y 坐标 则 数值 相等 而 符 
号 相反 ,因而 两 个 微 面积 的 惯性 积 数值 相等 ， 符 号 相反 ， 它 
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们 在 积分 中 相互 抵消 ,结果 导致 : 
1, = Гозал -0 
所 以 ， 两 个 坐标 轴 中 只 要 有 一 个 轴 为 图 形 的 对 称 轴 ， 则 图 形 对 这 一 对 坐标 轴 的 惯性 积 等 
Ра. 
对 于 例题 A. 4、A. 5 中 的 矩形 和 圆 形 ，> 轴 及 > 轴 均 为 其 对 称 轴 ， 所 以 其 惯性 积 二- 均 
为 零 。 


组 合 图 形 的 慢性 矩 及 慢性 积 


根据 定义 可 知 ， 组 合 图 形 对 某 一 坐标 轴 的 惯性 矩 就 等 于 各 个 简单 图 形 对 同一 轴 的 惯性 
Ж Яй; 组 合 图 形 对 于 某 一 对 正 交 坐标 轴 的 惯性 积 就 等 于 各 个 简单 图 形 对 同一 对 坐标 轴 的 
惯性 积 之 代数 和 。 用 公式 可 以 表示 为 














1, = })(1,},, 1. = УМ), д ®)(1„), (А-1) 


жәр. (1). (1), 分 别 为 第 ; 个 简单 图 形 对 у MEA APEE; С), 为 第 i 个 简单 图 
形 对 y 轴 和 > 轴 的 惯性 积 。 

例如 ,可 以 把 图 A. 4 所 示 环 形 图 形 看 作 是 由 直径 为 D 的 实心 圆 减 去 直径 为 d 的 圆 ， 
由 式 (A-11)， 并 应 用 例题 A. 5 所 得 结果 即 可 求 得 


【例题 A. 6】 两 圆 直 径 均 为 4， 而 且 相 切 于 矩形 之 内 ， 如 图 所 示 。 试 求 阴影 部 分 对 у 铀 的 
惯性 矩 。 





解 : 阴影 部 分 对 у 轴 的 惯性 矩 六 等 于 矩形 对 у ТЕ СТ), 减 去 两 个 圆 形 对 у 轴 
КИЙ ЕСІ)... Вр 
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сем 了 而 图形 的 几 休 性质 HRAJ 














24а* а 
Дата 
_ sownd: radt 
(一 2X 一 3 
Р ‹16—3х)4а* 
故 得 ， 1,=(1,).— 01, те 


А.З 惯性 矩 的 平行 移 轴 定 理 


同一 平面 图 形 对 于 平行 的 两 对 不 同 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 虽 然 不 同 ， 但 当 其 中 的 一 
对 轴 是 图 形 的 形 心 轴 时 ， 它 们 之 间 却 存在 着 比较 简单 的 关系 。 下 面 推导 这 种 关系 的 表达 式 。 

如 图 A.5 所 示 ， 设 平面 图 形 的 面积 为 A， 图 形 形 
心 C 在 任 一 坐标 系 Oyz 中 的 坐标 为 (y，z)，yc、zc 
轴 为 图 形 的 形 心 轴 并 分 别 与 y>、z 轴 平 行 。 取 微 面 积 
dA， 其 在 两 坐标 系 中 的 坐标 分 别 为 y、z 及 уб, жез 
由 图 A. 12 可 知 


y=yc 二 yy，z 二 zc 十 去 (a) 
平面 图 形 对 于 形 心 轴 ус, ze 的 惯性 和 矩 及 惯性 积 为 








1. -| сал. Iņ = [ Уу дА, Ts = | yczcdh 
А a A 


(b) 
平面 图 形 对 于 ws 轴 的 惯性 矩 及 惯性 积 为 


І, = [ал =Í (ес АА -| zczdA 十 zf Е 4А 
1 А А А 














1; | waa [о у)'4А f yeaa 23 уал 7] dA 
7 А А 





І. = | А = ІК +5) (2с + :)4А = | seeda + z| усал + | zcdA + ›є| ал 
А A 


上 三 式 中 的 | zedA 及 | yedA 分 别 为 图 形 对 形 心 轴 ye 和 zc ініме. IFFR. | dA = 
A 。 再 应 用 式 (b) ， 则 上 三 式 简 化 为 
五 一 下 十 于 A， 天 一 于 “УҒА, 1,-1,. БУСА (А-12) 
式 (A-12) 即 为 惯性 矩 和 惯性 积 的 平行 移 轴 公式 。 在 使 用 这 一 公式 时 ， 要 注意 到 у 和 
三 是 图 形 的 形 心 在 Oyz 坐标 系 中 的 坐标 ， 所 以 它们 是 有 正 负 的 。 利 用 平行 移 轴 公 式 可 使 惯 
性 和 矩 和 惯性 积 的 计算 得 到 简化 。 
截面 对 一 组 平行 轴 的 惯性 矩 中 ， 以 对 形 心 轴 的 惯性 和 矩 为 最 小 。 
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【例题 A.7】 试 计算 例题 A. 6 图 所 示 图 形 阴影 部 分 对 = 
轴 的 惯性 矩 。 

解 : 阴影 部 分 对 = 轴 的 惯性 和 矩 T. 等 于 矩形 对 > 轴 的 
BEEd.) 减 去 两 个 圆 形 对 = 轴 的 惯性 矩 ( 夺 ) BI 
аса» за 
12 3 
由 式 (A- 12) 可 得 两 个 圆 形 对 = 轴 的 惯性 矩 为 

ао. =|% (4) р == 


故 得 阴影 部 分 对 = 轴 的 惯性 矩 为 


Сә 

















Е 4 4 15, 4 
& КЕДЕ т-ал-ао, = сш — (64 pod 
【例题 A. 8] 试 计算 例题 A. 8 图 所 示 图 形 对 其 形 心 轴 
例题 A.8 图 ус WEEE, Dco 


解 : 把 图 形 看 作 由 两 个 矩形 工 和 开 组 成 。 图 形 的 形 必 必然 在 对 称 轴 上 。 A TE 2. 
取 通 过 矩形 工 的 形 心 且 平行 于 底 边 的 参考 轴 为 y 轴 ?计算 得 


-.0.14Х0.02 Х0.08-Е0. 1X0. 02X0 
350 0210.10.02 юра 


形 心 位 置 确定 、 使 用 平行 移 轴 公 分 别 计算 出 矩形 工 和 了 对 yc 轴 的 惯性 矩 ， 即 














©, t= x0. 02mX0. 147” “-(0. 08-0. 0467)“ X0: 02т Х0. 14m=7. 69X 107° т! 


(1,22 =} x0. 10. 027” +0. 04677 0: 1 Х 0. 02m=4. 43 107 т 


整个 图 形 对 yc 轴 的 惯性 矩 为 
©, )с= (7. 69X 107° +4.43x 107 )m' =12. 12 Х10-* т! 
【例题 А.9] 计算 图 示 三 角形 OBD ЯГ у, = 轴 和 形 心 轴 у. z 的 惯性 积 。 
Ж: 三 角形 斜 边 BD 的 方程 式 为 


а-а» 
h 
取 微 面积 
dA=dydz 
三 角形 对 >、= 轴 的 惯性 积 了 :为 


y 
1,. = | yzdA = | =dz| ydy 
^ o 0 


ы f 2 bèh? 
he 
222, уа 24 


三 角形 的 形 心 C 在 Oys 坐标 系 中 的 华 标 为 (名 ,如 .由 
式 (A-12) 得 


b h h? b h bh bh? 
а Саа) 
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-ceaeco 平面 图 形 的 几何 性 质 ІН ЖА, 





当 坐 标 轴 绕 原点 旋转 时 ， 平 面 图 形 对 于 具有 不 同 转角 的 各 坐标 轴 的 惯性 矩 或 惯性 积 之 
问 存在 着 确定 的 关系 。 下 面 推导 这 种 关系 。 

设 在 图 A. 6 中 ， 平 面 图 形 对 于 у, = 轴 的 惯性 抵 
г. тын, ЖЕ Ж, у, 轴线 坐标 原点 Oa 
转动 a 角 ( 北 时 针 转 向 为 正 角 ) 后 得 新 的 坐标 轴 ye, zoo 
现在 讨论 平面 图 形 对 ә... ВИНОВЕ НЕЕ 1, L, 及 惯 
ні, 与 已 知 1,、I. 及 1,. 之 间 的 关系 。 XK 

在 图 A.6 所 示 的 平面 图 形 中 任 取 微 面积 dA, 由 CON 
几何 关系 可 得 Ah 


У, = х5іпа 1 усоѕа 5 
х, =zcosa— уѕіпа А М 图 A.6 
据 定义 ， 平 面 图 形 对 у, МИТЕ ЯН O 
5% 
1, = [алал | сесом- ysine)’dA 
\ х^ 
25 соға „4А + мА 2sinacosa| у А (b) 
М „$ 
注意 等 号 右 侧 三 项 中 的 ЖУТ, 


ХА 
1, АА = Iy, | "а%9. | эг4А = 1, 
у 





S 
将 以 上 三 式 代 人 式 D 并 考虑 到 三 角 丽 数 
со\а=-р(1+-соз2а) ， sinra 一 去 (1 一 cos2a) 


25іпасоѕа = ѕіп2а 


同 理 , HORA 1... 1, 表达 式 可 得 


可 得 


СА-15) 


式 (A-13)、 式 (A-14) 及 式 (A-15) 即 为 惯性 矩 及 惯性 积 的 转轴 公式 。 
式 (A-13)、 式 (A-14) 相 加 得 


[ER (А-1) 


式 (A-16) 表 明 : 4 a 角 改 变 时 ， 平 面 图 形 对 一 对 正 交 坐 标 轴 的 惯性 矩 之 和 始终 为 一 


өй 
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常量 。 由 式 (A- 9) 可 见 ， 这 一 常量 就 是 平面 图 形 对 于 坐标 原点 的 极 惯性 矩 卫 。 
【例题 A. 10】 REJER Ah у. ze 的 惯性 怎 和 惯性 积 ， 形 心 在 原点 O， 如 图 所 示 。 
解 : Яу. = 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 


























=, =, І,-б 
由 转轴 公式 得 
ПВ i e 一 cos2as— J sin2ao 
例题 A. 10 图 Баас 
L = LZE ооа, + Ip іда, =E ED ама), ока, 
Т, % -- ssin2e + Lecos2o = 4 1да, 


上 述 例题 的 结果 表明 : ЯР ПЕН, ШИЕ а= Н. ЖЕН а 无关， 其 
值 为 常量 ， 而 惯性 积 为 零 。 这 个 结论 可 推广 于 一 般 的 正 多 边 形 ， 即 正 多 边 形 对 任何 形 心 轴 
的 惯性 矩 的 数值 恒 为 常量 ,与 形 心 轴 的 方向 无 关 % 并 且 对 以 形 心 为 原点 的 任 一 对 直角 坐标 
轴 的 惯性 积 为 零 。 


жен. EREE 形 心 主 惯性 轴 及 形 心 主 惯性 矩 
前 面 已 指出 ， 当 坐标 轴 绕 原点 旋转 (a ЖЫ. 1). 态 亦 随 之 变化 ,但 其 和 不 变 。 


жн. ші, 变 至 极 大 值 时 i 1. АЛМ. 
将 式 (A -13) 对 a 求 导数 ,并 令 其 为 零 ， 即 





dl, үт 
Teji 2 ДАИ + Lcos2a]=0 
та 表示 入 有 极 值 的 a， 得 
21 
С ^*Ё* = 
Аап2а) ТЕСЕ (А-17) 


由 式 (A-17) 可 以 求 出 相差 90" 的 两 个 角 а. 和 а, 士 99"， 从 而 确定 了 一 对 坐标 轴 ya, v 
za 。 平 面 图 形 对 这 一 对 轴 中 的 一 个 轴 的 惯性 矩 为 最 大 值 fs， 而 对 另 一 个 轴 的 惯性 矩 为 最 
小 值 Tue。 由 式 (A-15) 容 易 看 出 ， 图 形 对 这 两 个 轴 的 惯性 积 为 零 。 惯 性 矩 有 极 值 ， 惯 性 
积 为 零 的 轴 ， 称 为 主 惯性 轴 ， 对 主 惯性 轴 的 惯性 矩 称 为 主 惯性 矩 。 

将 式 (A-17) 用 余弦 函数 和 正弦 函数 表示 ， 即 
































cos2a = + 1 +а1,—1„ 
1--пап”2а, Т-ға 
sin2ao = F 1 File 
IF cot 2as о Жа атату 
并 代入 式 (A-13) 及 式 (A-14)， 得 主 惯性 矩 计算 公式 为 
1, = 


ЕН Д.Е ДИП 





通过 形 心 的 主 惯性 轴 称 为 形 心 主 惯性 轴 ， 对 
形 心 主 惯 性 轴 的 惯性 矩 称 为 形 心 主 惯性 矩 。 
【例题 A. 11】 试 确定 图 示 图 形 的 形 心 
的 位 置 ， 并 计算 形 心 主 惯性 矩 。 
Ж. 过 两 矩形 的 边缘 取 参 考 坐 标 系 如 图 所 示 。 
(1) ЖР СОУ. D. В 
= АУ ТА, уз 
Y AFA 


70пат 10mmX 45mm+ 10mm 120mmX 5mm 
70mmX 10mm+10mmX 120mm 








性 轴 














70mmX10mmX5mm 十 10mmX20mmX60mm 
70mmX 10mm+10mmX 120mm 


=40mm 例题 A. 11 图 
(2) 求 图 形 对 形 心 轴 的 惯性 矩 及 惯性 积 。 
过 形 心 C 取 Cycze 坐标 系 与 Oyz 平行 ,并 过 两 矩形 的 形 心平 行 于 Oyz 分 别 取 Су, 
及 Су АЖЖ. МАКАТ. П усу гс НАРЕДНЕ А. ЯЕ Т. П ЈС 
Cis С, 在 ycCzc 坐标 系 上 的 坐标 分 别 为 























Ус, =25mm, zo 一 一 35mrm 
yc,=—15mm, Ес, 一 20mm 
H I. B 
т = кад = 0 О алі, (35mm)? X 700mm? =8. 63X 10°mm' 


10mm X 70° mm 


п =I +09.)А= 12 


425° тт“ X 700mm’ =7. 23 X 10° тт! 


i + (ус) (zc )A =0+25mmX (—35mm) X 700mm’ =— 6. 13 Х 10°mm* 


10mm X 120°mm* 
12 





Шеп + (єс,)*А,= +20 пат? X 1200mm? = 19. 2 10°тат\' 


120тт х 10* тт? , 
12 ! 
Hs = Тее, Oc ) (zc )A=0+(— 15mm) X20mmX 1200mm’ = —3. 6 X 10° mm: 
ЖН ЕТ, ПАА. ІМ. 图形 对 ус, ze 轴 的 惯性 矩 及 惯性 积 为 
І, =[8. 63X 10° +19. 210° ]mm' =2. 78X 10° mm‘ 








Шеш 十 (yc )2A (= 15тт)° X1200mm’ =2. 8X 10° тт! 





251 











15 


= 


[7. 23X 10° +2. 810° ът! =1. 00х10 тт! 





Т. =L 6. 13X 10° —3. 610° ]mm' = —9. 73 «10° mm: 
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O 求 形 心 主轴 位 置 及 形 心 主 惯性 矩 ， 即 


—2X(—9.73X10 mm‘) 
2. 783X 10% тт! — 1. 003 Х 10° ат! 














тап2а, 1.093 





由 此 得 

2a =47. 6" 或 227. 6% 

а,--23.8%% 113. 8° 
即 形 心 主 惯性 轴 yc Ж. 与 yc 轴 的 夹 角 分 别 为 23. 8 及 113.8"， 如 图 所 示 。 以 a 角 两 个 
值 分 别 代入 式 (A- 13)， 求 出 图 形 的 主 惯 性 矩 为 

1, =3. 21 10% тт! 


1. =5.74X10 тт! 
也 可 按 式 (A-18) 求 得 形 心 主 惯性 矩 为 




















和 І, —I. ү 3 ын : е паті 
21, ( с la | +a. ”=[® 783 10% тт! +1. 003 Х 10'mm 
Гь 2 2 = ш 
ру; тут 
+ (че тт зк т) М9. 73х10 шш)? 
321X10" и 
5.74Х10 


当 确定 主 惯性 轴 位 置 时 ， 设 w 混 由 公式 (A -17) 所 求 出 的 两 角度 中 的 绝对 值 最 小 者 ， 
L>. Ша, ÆI, 与 Tus 之 间 的 夹 角 ; ФТ. Ша/951. 与 Ts 之 间 的 夹 角 。 例 如 ， 





本 例 中 ， 由 ww 一 23.8" 所 确定 的 形 心 主 惯性 轴 ， 对 应 着 最 大 的 形 心 主 惯性 甜 1 = 1, = 
3. 21х10 тт! 
"Ше % 
从 思 考题 





A.1 平面 图 形 的 形 心 和 静 和 矩 是 如 何 定义 的 ? 二 者 有 何 关系 ? 静 和 矩 为 零 的 条 件 是 什 
么 ? 如 何 利用 静 和 矩 确 定 组 合 图 形 的 形 心 ? 

А.2 什么 是 惯性 矩 和 极 惯性 矩 ? 惯性 矩 和 极 惯性 矩 之 间 有 什么 联系 ? 惯性 积 和 惯性 
半径 是 如 何 定义 的 ? 

А.З 惯性 矩 和 惯性 积 的 量 纲 同 为 长 度 的 四 次 方 ， 为 什么 惯性 矩 总 是 正 值 而 惯性 积 的 
值 却 有 正 负 之 分 ? 

A.4 使 用 平行 移 轴 公式 有 什么 条 件 ? 如 何 计 算 组 合 图 形 的 惯性 矩 ? 

А.5 什么 是 主轴 、 形 心 主轴 ? 什么 是 主 惯性 矩 、 形 心 主 惯性 矩 ? 

A.6 什么 是 转轴 公式 ”如何 利用 转轴 公式 求 图 形 的 形 心 主轴 和 形 心 主 惯性 矩 ? 

А.7 如 何 利 用 对 称 条 件 简化 形 心 坐 标 、 静 和 矩 、 惯 性 矩 和 主 惯性 轴 位 署 的 计算 ? 





























A.1 求 如 图 所 示 截 面 的 形 心 位 置 。 
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-menaan 平面 图 形 的 几何 性 质 附录 Aj 


如 图 所 示 在 边 长 为 a 的 正方 形 内 截取 一 等 腰 三 角形 AEB， 使 忆 点 为 剩余 面积 的 


形 心 ， 试 求 已 点 的 位 置 。 
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习题 人 .1 图 习题 A.2 图 
如 图 所 示 构 件 由 Мо. 14b 号 槽 钢 和 No.2db 号 工 字 钢 组 成 ， 试 确定 截面 形 心 位 


置 ， 并 计算 截面 对 形 心 轴 ус 的 惯性 矩 。 


计算 如 图 所 示 图 形 对 y, z 轴 的 惯性 积 。 
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习题 A.3 图 


计算 如 图 所 示 半 圆 形 对 形 心 轴 ze 的 惯性 矩 。 
ШЧ тл. ЖИН ра НИН ЕН т, у 的 惯性 矩 。 





























习题 A.5 图 
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А.7 计算 如 图 所 示 图 形 对 zx、y 轴 的 惯性 矩 T. 、 开 以 及 惯性 积 IT 。 
А.8 试 确定 如 图 所 示 平 面 图 形 的 形 心 主 惯性 轴 的 位 置 ， 并 求 形 心 主 惯 性 矩 。 
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习题 A.7 图 习题 A. 8 图 


A.9 如 图 所 示 ， 试 证 明 下 列 截 面 的 所 有 形 心 轴 均 为 形 心 主 惯性 轴 ， 且 截面 
对 这 些 轴 的 形 心 主 惯 性 和 矩 均 相同 。 
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Эй А-9 图 


А.10 试 求 如 图 所 示 图 形 的 形 心 主 惯性 矩 ， 并 确定 形 心 主 惯性 轴 的 位 置 。 
А.11 确定 如 图 所 示 角 型 截面 的 形 心 主 惯性 轴 ， 并 求 出 形 心 主 惯性 矩 。 
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附录 C 常见 截面 的 几何 性 质 























截面 形状 形 心 位 置 惯性 矩 
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шоу a Y \ ч 4 , Р 9 Ч 

oz Е 1 wan)/ шә/ а 

[тщ тынын | тшш 
шшр 
(672) 


附录 下 各 章 部 分 习题 答案 


1.1 (а) FA 一 5kN; 

(b) T=80N т; - 
(с) М=12М + m; ТҮ К 
(d) Fs=66kN, M=132kN + m „ХА 
ғаны, K 
а-20МРа. г=34.6МРа р Њ 

F4 =36kN А 站 


ы=1.5Х10—* xy- 
en =en =5Х107° К Хе 
у-1.75Х107тай / K ў 


-н---е- 
Ф л коо ғә 











2.4 ø =3. 647MPa s рї: =137. 9MPa X ч 
2.5 а-ға. = —вомра, о,=50МЁя, X 
2.6 ол =389МРа AST 
2T айыр а, та = tw =173МРа, аз =30MPa 
2.8 аъ, 127. 3MPa, Al=0. 573mm 
2.9 є=0.5Х107%, о=100МРа, F=7.85kN 
2.10 37.5МРа. та 一 21.7MPa，or =25МРа, г =25МРа, г 二 25MPa， 发 生 在 一 45* 截 面 
2.11 а=19.9°Ж70.1°. сш, =44. 2МРа, оз. =5. 79МРа 
212 А. =1Х10' mm? 
213 а) A= 一 于! 
w A 二 于 
2.14 Ad=8.57X10’(—) 
2.15 А/=0. 25mm, 


с=71.4МРа $[е] 
2.16 6-0.249тт 


Аа + Al: cosa 


2.17 д =А., д e 


.18 i 
.19 di=l8mm, d: =23mm 


ә м 


材料 力学 „аннан 


2.20 F<38.6kN 


28 


3.2 合力 下 = 02т. алм Т. AH БУЖУН а - 


3.3 (1) қоған (2) Крем 

3.4 6=81. 5МРа, ты, =76. 4МРа, у=9. 37 107 ' гай 3È 0. 0537° 
3.5 т=19. 2МРа, 强度 足 够 

3.6 42>88тт 

ST 


3.7 422204. 3mm А 
ЗАМ. № 
SAB фай 


3.9 ть. =49. 42МРа, б„=1.77°/т, че 





3.10 (1) а = 84. 6mm, d: =74. 5mm; 
(2) d=84. 6mm; AI 
G) A RMB кше танкы иш 
3.11 (1) М,.=110М,* m; (2) 1. 28° 
i g= 32м Edid; +4) ND 


3Grdid3 > Жү, 
И, ж 





< ) 
4.1 (а) мк M= = 3 Ун 
(b) ЕЁ, 5—2, M=4kN © m 


4.2 001—1 й. =, МЕ, 2—2 й. =. M= 


26kN • т; 





CD) 1 一 1 截面 ， =, мМ, 2—2 截面: .--М, м-М 





4.4 (a) |Ез| „=2Е, |М|„„=Еа; 
СЫ) |Fs|ws 一 2ga，|M| .一 ga 
(©) ТЕ, =, |M] m = 9500: 
S | max 8“ * mx 一 128 Н 
(d) | Fs| 一 30kN，| Ms 一 15kN。m 
4.5 (a) | Fs|s 一 ga， Імі... =- aa" s 
СЫ) ТЕУ, да, |M max = qa? ; 
«ӘДЕ, М1... =a 


‹Ф |Р qa, ІМІ 17да? 








се) |Fs а, [IM| ms =qa* s 








тәме E EEE EEEN 


1 1 
(ТЕ, ва. |M] m= goa 


сю Тв. =F. ІМІ... =4Fa; 


(МІБ Іһк-Е, |M] m= Fa 


4.6 (а) |Fs|ws 一 qa， 1Ml 一 去 oari 


5а 
2 
型 


33 
slm = ga IM m =g 


(b) |Fsl m =F, |М\„=Е! 


4.8 (а) |Fs|。。 一 qa， ІМ. - а, ЇЕ... =gas , 


сы 1А =F, [Mlan а, ПЕ 0 р Жо» 


4.9 (a) [Е |... =8КМ, [МІ =24К * m, ЕУ... =8kN; «М 


M. м. < 
Е, IMa =2М,. ТЕА, 5 хы 
/ 














S Ж А 
1 ә..-аз0мры, 0=0. 42m 1 
2 “ЖУ, оһ=—1.62МРа 
3 алых 30. 5МРа, а, = 64. 5МРа 
4 аы =59. ЗМРа 

5 алх =6. 92МРа, dem =5. 92МРа 
6 оа —159. 2МРа, а= =93. 7МРа, [qe]: Га«1-1.7:1 
7 最 大 弯 和 矩 比 2 : 1， 刚 度 比 4:1 

8 оа. 109. ЗМРа 

9 Е-47.4ЕМ. о... =126МРа 

10 а. =60. ЗМРа. d.m =45. 2МРа 

11 оь =129. 6МРа 

12 (41-15. 68kN/m 

13 (41-8. ПЕМ/т 

14 25b 

15 05 王 131mm，cd 王 193mm 

16 h/b=y2. а. =227тт 

„17 а=1/4 

18 сых =117. 8МРа, lna =5. 22m 


л л л єл ел (л ол ол (л ол ол ол «л ол ол л сл @ 





10 n=3.71 
20 0. 0.48МРа. 0.69МРа. 0 

221 сых =135МРа, Tmax =13. 3MPa 

222 ас--20.6МРа. ть =2. 06МРа. а„„=48МРа, шь =48МРа, гы =2. 9МРа 
аъ =6. 67МРа, ти =1. ОМРа 

24 F=21.8kN, та =8. 9МРа 

225 120.71: 0.28 

226 1.71m, Ж о, 一 [oj] 


Р СТЕ Е 
5.27 Д-1/2. м=2һ=ї lta 


л өл ол Өл ол ол ол я 
~ 
©з 


6.5 ЖЕМГЕ. жы 


(a) АВВ w= Fee —а); 4$ 


BC ft wm=- неф 


6ET 


DACH m= ж Б 


CBR w= 2 





а м XL” 
66 Ма еа 


4ЕІ a 
тн JEH wwc 一 чоў Ит 


6.7 өзің [л l6la—16a°), 0- Е зг 161а— 244°); 


384ET 16ЕТ 








(b) ъ=]! ша? За), 0105700 Ша? 4а) 
6.8 (а) w= “йге =: 

W а Б ВЕ 
6.10 (2) = ге 


7.1 [L]=53. 3mm 

7.2 ms 一 50MPa 一 [m.]， 该 连接 满足 强度 要 求 
7.3 1І2100тт. д210тт 

7.4 а230тт 

7.5 M.=145N • т 








стек 3®МА IMER HRF) 


7.6 离 C 点 最 远 的 锦 钉 所 受 剪 力 最 大 ，F..。- 一 63. 2kN, т... = 119МРа 


8.2 ое = — 51. 6МРа, ts = — 61. 6MPa 
8.3 (а) о, = —10МРа, т, = — 17. ЗМРа; 
(b) а, = — 20МРа, т, =0; 
(с) а, =40МРа. т, = 10МРа 
8.4 о. = —2МРа, т, = — 30МРа 
8.5 (1) я =150МРа, о =75МРа, tmx = 75МРа; 


(2) 一 131MPa，r 一 32.5MPa 
8.6 [pj] 二 2.7MPa; 未 降低 K 
8.8 (a) а =11. 2МРа, o, =—71. 2МРа; a=52°; «М 


(b) а =25МРа, аз = —25МРа, а= 45°; 
(с) а =52МРа, оз = —2МРа, а= — 10. 9° / 

















8.9 а 0:0. а= —80МРа; а, = —60МРа. «ie t, =—r, =—34, 6MPa 
8.10 о, = —10МРа, т, = —30МРа АХ, 
8.11 (а) ә =80МРа, о; =50МРа, о, сөлін. та =65MPa; 

(b) а =0: =0;=—90MPa, AN 

(е) в, =50МРа, 447 w = — 44, 7МРа, а; 

л 2 
Е PA 2 r N 

8.12 asni, a= (uE) хх Х 
8.13 ева ао ж. 5 Е 
8.14 p=2.4MPa ~ УЛ 

Е y ТУ Ж %7 
8.15 A 0-* 1 
8.16 С=82.8СРа 
817 F=84kN 
8.18 рыр и рї 

11 
91 1,1. 

258 
9.2 т; (1--г; 2r; V3rs 

16 
其 中 = 名 


9.3 (а) 114. 117.5. 128. 121.6; 
(b) 86.1. 82.6. 86.1. 80.1 

9.4 2МРа 

9.5 n=1.82, m=1.96 





材料 力 学 тшшишишшшишш 0 
тент енсе... 
9.6 аа —38. 93МРа 
9.7 0223. 26mm 
9.8 ба--248.92МРа. а, =236. 9МРа 
өз 220, 
1-у 
9.10 dmx =179MPa; г... =96. 4МРа; 
腹 板 与 小 缘 交界 处 os -187МРа. в, 一 176MPa 


10.1 а. —=129MPa, сш = 129МРа, w=16. 6mm y 
10.2 h=99mm, b=66mm № 
10.3 b=90mm, h=180mm 

10.4 ЛТ о. = Е/а, Л о. 二 8F/3a* ， 对 称 开 5 =2Е/а? 
10.5 Р-18.1ЕМ. e=1.79mm х 


10.6 аата м") 55% 


5—01 
АП +) 


10.8 No. 12.6 工 字 钢 
10.9 аы, =117. 6MPa 
10.10 [F]=4. 85kN ~ 


10.12 [F]=51.4kN ү" 
EET ту 

10.13 жы (4) 

10.14 10.8 

10.15 “co 一 


11.1 Е,-8.37Х10%М 
11.2 ЖО4Е,-8.34Х105М; 图 (bD)F- 一 1.67X10N; 
图 (c)F.=3.19X10N; ФЕ, =5. 35 Х10* № 


10.7 т< 


а, 





1.3 图 (a) 中 柔 度 杆 ; 图 (b) 小 柔 度 杆 ; 图 (c) 小 柔 度 杆 ; 图 (d) 小 柔 度 杆 

1.4 图 (a) 大 和 柔 度 杆 ; 图 (b) 大 和 柔 度 杆 ; 图 (c) 中 和 柔 度 杆 ; 图 (d) 小 柔 度 杆 

1.5 F.,=9.07X10'N 

11.6 杆 的 临界 力 F.. 二 2. 41X10’N; 支架 所 能 承受 的 最 大 载荷 W=6.05X10:N 
11.7 l=2m 时 , Fmx=7.08X10°N; l=3m 时 , Fn —6.22X10°N 

11.8 Daini=0.18m 

11.9 n=2.03>n KE 


11.10 压 杆 不 发 生 失 稳 时 的 最 大 长 度 为 lma =1. 20m 
11.11 Е,-1.36Х10%У 





кенен 各 章 部 分 习题 答案 HRF] 


11.12 最 大 轴 向 力 Fe 一 2.01X10N 














281. IF 
123 (а) vsin (Ы У, 
БУВ! с РТ 
124 V.—16E17+4EA 
ЗЕ ті 
12,5 (а) У, ЗЕ, (У, 
_ 776m:1 
124 8 入 
2 MÈ ва! гаа? А2 
127 М, эс= үрү, (Ө) ус. 05005 KK 
SFa , _5Fa < $ 
1.8 ж-фер” ЕГ А АЩ 
_2УЗЕа (Cl8+20v3)Fa NO- 
129 an= RE, д, = 0872046 ХА 


12.10 и, =33. 3mm, HÉ; и,--44. 7mm, д 0=19. 3X107" ri 
5Fa' W- 
12.11 Аш 二 EF， 相互 靠近 КЎ, 








12.12 n= кы д V 
K 


5° 
12.13 олы =50. 1M. Ww 
12.14 Н\<392тт, Н:<9.73тт ЖМУ - Ne p 


Зба ， 发 生 在 也 处 ， ж Ау, 


BAG gEI 












ЕЕ, ЖЕ АЕЕ, 
«ЕС Fd) Е)" «{Е(а+а)+Е.йї] 


13.2 а =0: = —100. 7МРа 
13.3 ”两 杆 变 形 相等 。 ДД 一 AL: 21. 4m 


13.4 若 螺钉 的 轴 力 为 Fx.， 铜 套 的 轴 力 为 Fx ШЕ,-- 


18.5 ow =161MPa<[o], а„=96МРа< [о] 


162 l6zM 17, 
171 m es 


32 
13.7 0o=76.4MPa<[o] 


13.1 a=0:= 





ДЕ,Д,Е,А, 
2(Е,А, +Е.А.) 





13.6 М, (1 |м-м- 


дА 
18.8 Pu RAFE 
ЕР 


БЕЙСЕН 





材料 力学 ....шшш----- 


_5F 8 
13.11 Ршы тє ЕГЕ 

14 
18.12 Fo =t% 


М.1 9. =20MPa; а, =30MPa; /= 一 十 


М.2 wor 一 80MPa onn =—30MPa; ғ---і- 
24 4 


14.4 om =20,/(1—n) Р Жо 
ІР 
14.5 wus 一 60MPa，r 一 全 AN 


è 4 у 
d—4l Ф 
14.6 ,-«тЧ 7 Ж. 
таға NK 
14.7 4%, =90МРа NA 
14.8 n =1.76 ax X 











ыза 
/ 
A.3 «20 ; 1,2--4447. 9em! 
A.A 1,-77500лшп! 

2 (gr —6DR' 
А5 Le 

с ын, ра 
Ав L= dD, h= 

А А м 

А.Т (а) „==. =, „= Ў 


(b) 1,=1,=0. 5610 ат. Iy =0. 775 10 тт! 
А.8 zc=102. 7mm. І, = 1, 39.1 10 mm', I =I, =23.4X10°mm' 
А.10 (а) а,=17. 69°. I, =1152ст'. I, =285cm'; 

(Ы) а= —27. 4°, Т, =1314сш'. І. =358сп\! 





А.11 ус 232. 2пип, а, =, 1,48. 610" mm', Г. = 14. 310° пт 


4 
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